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1. Bevezető

Tekintsük az
xn+1 = (1− an)xn + bnxpn (1.1)

késleltetett diszkrét változójú differenciaegyenletet, ahol

{an}, {bn} valós számsorozatok, 0 < an < 1, (1.2)

{pn} természetes számok sorozata, (1.3)

pn ≤ n és lim
n→∞

pn = ∞. (1.4)

Legyen N a természetes számok halmaza, R pedig a valós számok halmaza. Legyen
n0 egy pozit́ıv egész szám és legyen n−1 = min{pℓ : ℓ ≥ n0}. Ha

nj = min{ℓ : pℓ > nj−1}, j = 1, 2, 3, ... ,

akkor minden j természetes szám esetén

nj ≥ nj−1 + 1, lim
j→∞

nj = ∞ és n−1 ≤ pn < nj , nj ≤ n < nj+1.

Megfelelő számú adott
xn

−1
, xn

−1+1, ..., xn0
∈ R (1.5)

kezdeti értékek esetén az {xn} sorozat az (1.1), (1.5) kezdetiérték probléma egyértelmű
megoldása.
Speciális késleltetést okozó {pn} sorozatok esetében, mint a pn = n − p konstans

késleltetés, vagy a pn =
[

n
p

]

, illetve a pn = [ p
√
n] pantográf késleltetés, ahol p > 1

természetes szám, becslés adható a megoldássorozat aszimptotikus viselkedésére, pon-
tosabban a megoldássorozat nullhoz tartásának sebességére.
A munkában bemutatjuk, hogy adott késleltetéssorozatra, a kezdeti értékek változ-
tatása nem hat ki a megoldássorozat aszimptotikus viselkedésére, viszont különböző
t́ıpusú késleltéssorozatok esetében a megoldássorozat gyorsabban vagy lassabban tart-
hat nullához. A számı́tógépes ḱısérletezés során és a szemléltető példák ábrázolásánál
a Mathematica szoftver nyújtott seǵıtséget.
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2. A számı́tógépes ḱısérletezés során felhasznált

tételek

A következő eredmények becslést adnak arra, hogy az (1.1), (1.5) kezdetiérték probléma
megoldása milyen gyorsan tart nullához.

2.1. Tétel. Tegyük fel, hogy érvényesek a (1.2),(1.3),(1.4) feltételek, van olyan {ρn}
pozit́ıv számsorozat, amely az n = n−1, n−1 + 1, ... értékekre értelmezett és igaz rá,
hogy

|bn|ρn ≤ anρpn , n ≥ n0,

valamint van olyan R valós szám, amelyre

ℓ
∏

j=0

(1 +Rj) ≤ R

minden ℓ pozit́ıv egész számra, ahol

Rj := max
nj≤n<nj+1







ρn

n−1
∑

i=nj−1

∆ρi

ρiρi+1

n−1
∏

ℓ=i+1

(1− aℓ)







, j = 0, 1, 2, ...

Legyen {xn} az (1.1), (1.5) kezdetiérték probléma megoldása, és legyen

M0 = max
n
−1≤n<n0

ρn|xn|.

Ekkor érvényes, hogy

|xn| ≤
M0R

ρn
, n ≥ n0 .

A következő három álĺıtás a 2.1. Tételből következik, melyeket speciális késleltetést
okozó {pn} sorozatok esetére fogalmazunk meg.

2.1. Következmény. Legyen az (1.1) egyenletben pn =

[

n

p

]

, ahol p > 1 természetes

szám. Tegyük fel, hogy érvényes az (1.2) feltétel, valamint létezik olyan Q és α valós
szám, hogy

0 < Q ≤ 1, 0 < α < 1

és
|bn| ≤ anQ, valamint α ≤ an, ha n ≥ pn0.

Legyen {xn} az (1.1), (1.5) kezdetiérték probléma megoldása. Ekkor

|xn| ≤
C

nk
, ha n ≥ pn0,

ahol

C = max
n
−1≤n<n0

{

nk|xn|
}

∞
∏

j=0

(

1 +
k(pj+1n0)

k

α(pjn0 − 1)k+1

)

és k = − logQ

log(p+ 1)
.
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2.2. Következmény. Legyen az (1.1) egyenletben pn =
[

p
√
n
]

, ahol p > 1 természetes

szám. Tegyük fel, hogy érvényes az (1.2) feltétel, valamint létezik olyan Q és α valós
szám, hogy

0 < Q ≤ 1, 0 < α < 1

és
|bn| ≤ anQ, valamint α ≤ an, ha n ≥ pn0.

Legyen {xn} az (1.1), (1.5) kezdetiérték probléma megoldása. Ekkor

|xn| ≤
C

logk n
, ha n ≥ n

p
0,

ahol

C = max
n
−1≤n<n0

{

logk n|xn|
}

∞
∏

j=0

(

1 +
kpk(j+1) logk n0

α(npj

0 − 1) logk+1(npj

0 − 1)

)

és k = − logQ

log(p+ 1)
.

2.3. Következmény. Legyen az (1.1) egyenletben pn = n−p, ahol p ≥ 1 természetes
szám. Tegyük fel, hogy érvényes az (1.2) feltétel, valamint van olyan λ > 1 valós szám,
hogy

|bn| ≤
1− λ+ λan

λp+1
, ha n ≥ n0.

Legyen {xn} az (1.1), (1.5) kezdetiérték probléma megoldása. Ekkor

|xn| ≤
C

λn
, ha n ≥ n0,

ahol

C =
{

max
n
−1≤n<n0

|xn|
}

λn0.

3. A számı́tógépes ḱısérletezés példái

A számı́tógépes ḱısérletezés igazolja, hogy megfelelő módon választott együttható
sorozatok és késleltetéssorozat esetén teljesülnek a fenti következmények feltételei,
és hogy a kezdeti értékek választása nem hat ki a megoldássorozat aszimptotikus
viselkedésére.

3.1. Példa. Legyen

an =
1

4
+

1

(n+ 1)3
, bn =

1

3
·
(

1

4
+

1

(n+ 1)3

)

,

n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn = n választással teljesülnek a 2.1. Következmény
feltételei. Az ábrán azt láthajuk, hogy xi = i·2·π

10
,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre a

megoldások mindig a

±C

n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 53, 3388.
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Különböző t́ıpusú késleltés sorozatok esetében a megoldás sorozat gyorsabban
vagy lassabban tarthat nullához, vagyis ha a konstans késleltetés helyett pantográf
késleltetést alkalmazunk a következő példában, megfigyelhetjük hogy a 2.2. Következmény
feltételeire a megoldás sorozat lassabban konvergál a nulla felé, mint a 2.1. Következmény
feltételeire.

3.2. Példa. Legyen

an =
1

4
+

1

(n+ 1)3
, bn =

1

3
·
(

1

4
+

1

(n+ 1)3

)

,

n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn =
√
n választással teljesülnek a 2.2. Következmény

feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi = i·2·π
10

,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre a
megoldások mindig a

± C

log n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 3, 40326.

Az ábrákon látható, hogy a 3.2. Példa burkoló sorozata lassabban közeĺıt a nulla
felé, mint a 3.1. Példa burkoló sorozata.
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Ha az (1.5) kezdeti értékeket változatjuk, változik a megoldás sorozat, de minden
esetben a két megadott sorozat között van. A következő példában a kezdőértékek
legyenek egy monoton növekvő sorozat elemei.

3.3. Példa. Legyen

an =
1

4
+

1

(n+ 1)3
, bn =

1

3
·
(

1

4
+

1

(n+ 1)3

)

,

n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn = n választással teljesülnek a 2.1. Következmény
feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi = i2,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre a
megoldások mindig a

±C

n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 213, 355.

Összehasonĺıtva a 3.1. Példa és a 3.3. Példa ábráit, arra a következtetésre jutunk,
hogy a kezdeti értékek változtatásával változott a megoldás sorozat, de továbbra is a
két megadott sorozat között helyezkedik el.
A következő példában vizsgáljuk mi történik, ha a 3.3. Példa kezdeti értékeire a 2.2.
Következményt alkalmazzuk.

3.4. Példa. Legyen

an =
1

4
+

1

(n+ 1)3
, bn =

1

3
·
(

1

4
+

1

(n+ 1)3

)

,

n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn =
√
n választással teljesülnek a 2.2. Következmény

feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi = i2,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre a
megoldások mindig a

± C

log n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 27, 7744.
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Megfigyelhető hogy a 3.4. Példa megoldás sorozata sokkal lassabban konvergál a
nulla felé, mint a 3.3. Példa megoldsás sorozata.
Legyenek a kezdeti értékek monoton csökkenő sorozat elemei:

3.5. Példa. Legyen

an =
1

4
+

1

(n+ 1)3
, bn =

1

3
·
(

1

4
+

1

(n+ 1)3

)

,

n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn = n választással teljesülnek a 2.1. Következmény
feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi =

√
i2 + 1− i,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre

a megoldások mindig a

±C

n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el,ahol C = 12, 5916.

3.6. Példa. Legyen

an =
1

4
+

1

(n+ 1)3
, bn =

1

3
·
(

1

4
+

1

(n+ 1)3

)

,
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n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn =
√
n választással teljesülnek a 2.2. Következmény

feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi =
√
i2 + 1− i,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre

a megoldások mindig a

± C

log n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 1, 63916.

A 3.5. Példa és 3.6. Példa összehasonĺıtásánál arra a következtetésre jutunk, hogy
ugyanazon monoton csökkenenő kezdeti érték sorozatra, különböző t́ıpusú késleltés
sorozatok esetében a 3.5. Példa megoldás sorozata gyorsabban tart a nullához mint
a 3.6. Példa megoldás sorozata.
Legyen a kezdeti érték sorozat egy oszcilláló sorozat elemei:

3.7. Példa. Legyen

an =
1

4
+

1

(n+ 1)3
, bn =

1

3
·
(

1

4
+

1

(n+ 1)3

)

,

n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn = n választással teljesülnek a 2.1. Következmény
feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi = (−1)i · i2,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre a
megoldások mindig a

±C

n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 213, 355.
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3.8. Példa. Legyen

an =
1

4
+

1

(n+ 1)3
, bn =

1

3
·
(

1

4
+

1

(n+ 1)3

)

,

n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn =
√
n választással teljesülnek a 2.2. Következmény

feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi = (−1)i · i2,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre a
megoldások mindig a

± C

log n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 27, 7744.

Oszcilláló kezdeti értékre is konstans késleltetés esetén a megoldás sorozat gyor-
sabban konvergál a nulla felé mint a pantográf késleltetéskor.
A következő példákban vizsgáljuk hogyan hat ki a megoldás sorozatra ha változtatjuk
az an, bn sorozatokat az előző példákhoz viszonýıtva.
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3.9. Példa. Legyen

an =
1

7
+

1

n7
, bn =

1

7
·
(

1

7
+

1

n7

)

,

n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn = n választással teljesülnek a 2.1. Következmény
feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi = i·2·π

10
,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre a

megoldások mindig a

±C

n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 53, 3388.

A 3.1. Példa és a 3.9. Példa összehasonĺıtásakor láthatjuk, hogy különböző
késleltetett diszkrét változójú differenciaegyenletre alkalmazva a 2.1. Következményt
a megoldások eltérő gyorsasággal konvergálnak a nulla felé.

3.10. Példa. Legyen

an =
1

7
+

1

n7
, bn =

1

7
·
(

1

7
+

1

n7

)

,

n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn =
√
n választással teljesülnek a 2.2. Következmény

feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi = i·2·π
10

,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre a
megoldások mindig a

± C

log n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 3, 40326.
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3.11. Példa. Legyen

an =
1

7
+

1

n7
, bn =

1

7
·
(

1

7
+

1

n7

)

,

n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn = n választással teljesülnek a 2.1. Következmény
feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi = i2,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre a
megoldások mindig a

±C

n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 213, 355.

3.12. Példa. Legyen

an =
1

7
+

1

n7
, bn =

1

7
·
(

1

7
+

1

n7

)

,
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n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn =
√
n választással teljesülnek a 2.2. Következmény

feltételei. Az ábrán azt láthajuk, hogy xi = i2,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre a
megoldások mindig a

± C

log n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 27, 7744.

3.13. Példa. Legyen

an =
1

7
+

1

n7
, bn =

1

7
·
(

1

7
+

1

n7

)

,

n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn = n választással teljesülnek a 2.1. Következmény
feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi =

√
i2 + 1− i,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre

a megoldások mindig a

±C

n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 12, 5916.
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3.14. Példa. Legyen

an =
1

7
+

1

n7
, bn =

1

7
·
(

1

7
+

1

n7

)

,

n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn =
√
n választással teljesülnek a 2.2. Következmény

feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi =
√
i2 + 1− i,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre

a megoldások mindig a

± C

log n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 1, 63916.

3.15. Példa. Legyen

an =
1

7
+

1

n7
, bn =

1

7
·
(

1

7
+

1

n7

)

,
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n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn = n választással teljesülnek a 2.1. Következmény
feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi = (−1)i · i2,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre a
megoldások mindig a

±C

n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 213, 355.

3.16. Példa. Legyen

an =
1

7
+

1

n7
, bn =

1

7
·
(

1

7
+

1

n7

)

,

n0 = 2 és p = 2. Ekkor k = 1 és ρn =
√
n választással teljesülnek a 2.2. Következmény

feltételei. Az ábrán azt láthatjuk, hogy xi = (−1)i · i2,i = 0, 1, ... kezdeti értékekre a
megoldások mindig a

± C

log n
, n = 2, ...

sorozatok között helyezkednek el, ahol C = 27, 7744.
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