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1. Bevezeto

Tekintsiik az
Tpi1 = (1 — ap)xn, + bz, (1.1)

késleltetett diszkrét véltozoju differenciaegyenletet, ahol

{an}, {bn} valés szamsorozatok, 0 < a, < 1, (1.2)
{pn} természetes szamok sorozata, (1.3)
Ppn<n é  lim p, = oo. (1.4)

Legyen N a természetes szamok halmaza, R pedig a valds szamok halmaza. Legyen
ng egy pozitiv egész szam és legyen n_; = min{p, : £ > ny}. Ha

n; =min{l:py, >n;_1}, j=1,2,3, ...,
akkor minden j természetes szam esetén
n; >nj_1+1, limn; =00 é n_y <p,<n;, n; <n<nj.
j—00
Megfelel6 szamu adott
Tn 1y Tn_y+1s - Tng €R (1.5)

kezdeti értékek esetén az {x, } sorozat az (1.1), (1.5) kezdetiérték probléma egyértelmi
megoldasa.

Specidlis késleltetést okozd {p,} sorozatok esetében, mint a p, = n — p konstans
n

késleltetés, vagy a p, = [%}, illetve a p, = [¢/n] pantograf késleltetés, ahol p > 1
természetes szam, becslés adhaté a megoldassorozat aszimptotikus viselkedésére, pon-
tosabban a megoldédssorozat nullhoz tartasanak sebességére.

A munkaban bemutatjuk, hogy adott késleltetéssorozatra, a kezdeti értékek valtoz-
tatdsa nem hat ki a megoldassorozat aszimptotikus viselkedésére, viszont kiilonb6zo
tipusu késleltéssorozatok esetében a megoldéassorozat gyorsabban vagy lassabban tart-
hat nullahoz. A szamitogépes kisérletezés soran és a szemléltetd példak abrazolasanal
a Mathematica szoftver nyujtott segitséget.
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2. A szamitogépes Kkisérletezés soran felhasznalt
tételek

A kovetkez6 eredmények becslést adnak arra, hogy az (1.1), (1.5) kezdetiérték probléma
megoldasa milyen gyorsan tart nulldhoz.

2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy érvényesek a (1.2),(1.3),(1.4) feltételek, van olyan {p,}
pozitiv szamsorozat, amely azn = n_y, n_y + 1, ... értékekre értelmezett és igaz rd,

hogy
|bn|pn S anppna n 2 no,

valamint van olyan R valos szdm, amelyre
¢
H (1+ Rj)

minden € pozitiv eqész szamra, ahol

n;<n<njii i=n;—1 PiPi+1 y=ii1

n—1 Az n—1
R; = max {pnz P H(l—ag)}, j=0,1,2,..

Legyen {z,} az (1.1), (1.5) kezdetiérték probléma megolddsa, és legyen

Mo —
0= T, Pnlnl
Ekkor érvényes, hogy
MyR
Tl < 222 >
Pn

A kovetkezo harom allitas a 2.1. Tételbol kovetkezik, melyeket specidlis késleltetést
okoz6 {p,} sorozatok esetére fogalmazunk meg.

.o , n 7/
2.1. Kovetkezmény. Legyen az (1.1) egyenletben p,, = [—] , aholp > 1 természetes
p

szam. Tegyiik fel, hogy érvényes az (1.2) feltétel, valamint létezik olyan Q) és a valds
szam, hogy
0<@QR<1 O<ax<l

|b,| < a,Q, walamint o <a,, ha n>png.
Legyen {x,} az (1.1), (1.5) kezdetiérték probléma megolddsa. Ekkor

C
|z, | < e ha n > pny,

ahol

B X 0 (pj'Hno)k . _ M
¢=, max {n lxnl}jl;lo ( aping —1)F ) "= Clog(p+ 1)



2.2. Kovetkezmény. Legyen az (1.1) egyenletben p, = {{’/ﬂ, aholp > 1 természetes
szam. Tegyiik fel, hogy érvényes az (1.2) feltétel, valamint létezik olyan Q) és a valds
szam, hogy
0<@R<1, O<ax<l
és
|b,| < a,Q, walamint o <a,, ha n>png.
Legyen {x,} az (1.1), (1.5) kezdetiérték probléma megolddsa. Ekkor

|7n) < ——, ha n>nb,
log" n
ahol k(41) 1nok
0o kpkU 1
C = max {logkn|xn|} H (1 + 7 b kogl noj )
n_1<n<ng =0 a(nl —1)log + (nh —1)
1
b k= -8

Clog(p+1)
2.3. Kovetkezmény. Legyen az (1.1) egyenletben p, = n—p, aholp > 1 természetes
szam. Teqyiik fel, hogy érvényes az (1.2) feltétel, valamint van olyan X\ > 1 valds szdm,

hogy
1—X+ Xa,

A\pt+1 ’
Legyen {x,} az (1.1), (1.5) kezdetiérték probléma megolddsa. Ekkor

|bn| S h(l n Z ng.

C

o ha n > ng,

ahol
C = { max |xn|})\"°.

n_1<n<ng

3. A szamitégépes kisérletezés példai

A szamitogépes kisérletezés igazolja, hogy megfelelé médon vélasztott egytitthatd
sorozatok és késleltetéssorozat esetén teljesiilnek a fenti kovetkezmények feltételei,
és hogy a kezdeti értékek valasztasa nem hat ki a megoldassorozat aszimptotikus
viselkedésére.

3.1. Példa. Legyen
1 N 1 ! 1 /(1 N 1
an=5+——3bbh=5|7+—"73]:
4 (n+1)3 3 \4 (n+1)3

ng =2 és p = 2. Ekkor k =1 és p, = n valasztassal teljesiilnek a 2.1. Kovetkezmény
feltételei. Az abran azt lathajuk, hogy z; = "12—(']”,2' = 0,1, ... kezdeti értékekre a
megolddsok mindig a

C
+—n=2..
n
sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 53, 3388.
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Kilonbozo tipusu késleltés sorozatok esetében a megoldas sorozat gyorsabban
vagy lassabban tarthat nullahoz, vagyis ha a konstans késleltetés helyett pantograf
késleltetést alkalmazunk a kdvetkezo példaban, megfigyelhetjiik hogy a 2.2. Kovetkezmény
feltételeire a megoldas sorozat lassabban konvergal a nulla felé, mint a 2.1. Kovetkezmény
feltételeire.

3.2. Példa. Legyen

a—l+$b—l 1‘1‘;
T4 (n+13" 3 4 (n+1)3 )]

ng = 2ésp = 2. Ekkor k = 1 és p, = /n valasztéssal teljesiilnek a 2.2. Kovetkezmény
1:2-1

feltételei. Az dbrdn azt ldthatjuk, hogy z; = 57,1 = 0,1, ... kezdeti értékekre a
megoldasok mindig a

+

,n =2 ..
logn

sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 3,40326.

Az dbrakon lathatd, hogy a 3.2. Példa burkold sorozata lassabban kozelit a nulla
felé, mint a 3.1. Példa burkold sorozata.



Ha az (1.5) kezdeti értékeket valtozatjuk, valtozik a megoldas sorozat, de minden
esetben a két megadott sorozat kozott van. A kovetkezd példaban a kezddértékek
legyenek egy monoton novekvé sorozat elemei.

3.3. Példa. Legyen

a—l+$b—l 1‘1‘;
"4 (n+13" 3 4 (n+1)3)]

ng = 2 és p = 2. Ekkor k =1 és p,, = n vélasztassal teljesiilnek a 2.1. Kovetkezmény
feltételei. Az &bran azt lathatjuk, hogy z; = i%i = 0,1,... kezdeti értékekre a
megoldasok mindig a

:I:g, n=2,..
n
sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 213, 355.

i . IR R I N ET R T
LT T ' 7777777 i 7i717"'+L 777777777777777

ISEETaNY 20 w0 P w0
DL e

Osszehasonlitva a 3.1. Példa és a 3.3. Példa dbréit, arra a kovetkeztetésre jutunk,
hogy a kezdeti értékek véltoztatasaval valtozott a megoldés sorozat, de tovabbra is a
két megadott sorozat kozott helyezkedik el.

A kovetkezo példdban vizsgaljuk mi torténik, ha a 3.3. Példa kezdeti értékeire a 2.2.
Kovetkezményt alkalmazzuk.

3.4. Példa. Legyen

a—1+;b—1 14_#
T4 13" 3 4 (n+1)3)7

ng = 2ésp = 2. Ekkor k = 1 és p, = \/n valasztéssal teljesiilnek a 2.2. Kovetkezmény
feltételei. Az &bran azt lathatjuk, hogy z; = i%i = 0,1,... kezdeti értékekre a
megoldasok mindig a

o
logn’
sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 27,7744.

+ n=2,..

b}



Megfigyelhet6 hogy a 3.4. Példa megoldés sorozata sokkal lassabban konvergal a
nulla felé, mint a 3.3. Példa megoldsas sorozata.
Legyenek a kezdeti értékek monoton csokkend sorozat elemei:

3.5. Példa. Legyen

a—1+;b—1 14_#
T4 13" 3 4 (n+1)3)7

ng = 2 és p = 2. Ekkor k =1 és p,, = n vélasztassal teljesiilnek a 2.1. Kovetkezmény
feltételei. Az dbran azt lathatjuk, hogy z; = vi2 + 1 — 4,0 = 0,1, ... kezdeti értékekre
a megoldasok mindig a

C
+— n=2,..
n

sorozatok kozott helyezkednek el,ahol C' = 12,5916.

3.6. Példa. Legyen




ng = 2ésp = 2. Ekkor k = 1 és p, = \/n valasztéssal teljesiilnek a 2.2. Kovetkezmény
feltételei. Az abran azt lathatjuk, hogy x; = V2 + 1 —1i,0 =0, 1, ... kezdeti értékekre
a megoldasok mindig a

+ n=2..

logn’
sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 1,63916.

A 3.5. Példa és 3.6. Példa Osszehasonlitasanal arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy
ugyanazon monoton csokkeneno kezdeti érték sorozatra, kiilonbozo tipusi késleltés
sorozatok esetében a 3.5. Példa megoldas sorozata gyorsabban tart a nulldhoz mint
a 3.6. Példa megoldas sorozata.

Legyen a kezdeti érték sorozat egy oszcillalé sorozat elemei:

3.7. Példa. Legyen

1+ 1 b 1 1+ 1
i =+ ——5.bh=5(7+7——773);
17 tnt1) 3 \4 7 (nt 1)

ng =2 és p = 2. Ekkor k =1 és p, = n valasztassal teljesiilnek a 2.1. Kovetkezmény
feltételei. Az abran azt lathatjuk, hogy x; = (—=1)"-i%,i = 0,1, ... kezdeti értékekre a
megolddsok mindig a

C
+—n=2..
n

sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 213, 355.
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3.8. Példa. Legyen

PR S A a—
T4 (n+1)3" 3 4 (n+1)3)]

ng = 2ésp = 2. Ekkor k = 1 és p, = \/n valasztéssal teljesiilnek a 2.2. Kovetkezmény
feltételei. Az abran azt lathatjuk, hogy x; = (—=1)*-i%,i = 0,1, ... kezdeti értékekre a
megoldasok mindig a

+

, =2 ...
logn

sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 27, 7744.

Oszcilldlé kezdeti értékre is konstans késleltetés esetén a megoldas sorozat gyor-
sabban konvergal a nulla felé mint a pantograf késleltetéskor.
A kovetkez6 példakban vizsgaljuk hogyan hat ki a megoldas sorozatra ha véltoztatjuk
az an, b, sorozatokat az el6z6 példakhoz viszonyitva.



3.9. Példa. Legyen

1 n 1 b 1 (1 n 1 )
ap=-+—bh=5(5+—=),
7 n7 7 \7T nT
ng = 2 és p = 2. Ekkor k =1 és p,, = n vélasztassal teljesiilnek a 2.1. Kovetkezmény
$-2-

feltételei. Az dbrdn azt ldthatjuk, hogy z; = 55,1 = 0,1, ... kezdeti értékekre a
megoldasok mindig a

C
+— n=2,..
n

sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 53, 3388.

A 3.1. Példa és a 3.9. Példa oOsszehasonlitasakor lathatjuk, hogy kiilonbozé
késleltetett diszkrét valtozéju differenciaegyenletre alkalmazva a 2.1. Kovetkezményt
a megoldasok eltérd gyorsasaggal konvergalnak a nulla felé.

1 N 1 b 1 (1 N 1 )
ap=-+—=bh=5-(5+—=),
7 n" 7 \7T n
ng = 2 ésp = 2. Ekkor k = 1 és p,, = /n valasztassal teljesiilnek a 2.2. Kévetkezmény

feltételei. Az dbran azt lathatjuk, hogy x; = i'f—d”,i = 0,1,... kezdeti értékekre a
megolddsok mindig a

3.10. Példa. Legyen

n C
logn

sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 3,40326.

, =2 ...



3.11. Példa. Legyen
1 1 1
n— 5 _abn = (
S 7

1 1

n7)’

7—|—

ng =2 és p = 2. Ekkor k =1 és p, = n valasztassal teljesiilnek a 2.1. Kovetkezmény

feltételei. Az dbran azt lathatjuk, hogy x;
megoldésok mindig a

C
+—n=2..
n

2i = 0,1,..

sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 213, 355.
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3.12. Példa. Legyen

1
by == -
7

10

n?’

Ly
7

1
n’

),

. kezdeti értékekre a



ng = 2ésp = 2. Ekkor k = 1 és p, = \/n valasztéssal teljesiilnek a 2.2. Kovetkezmény
feltételei. Az abran azt lathajuk, hogy z; = 42,0 = 0,1,... kezdeti értékekre a
megolddsok mindig a

, =2 ..
logn

sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 27, 7744.

N ,_._|_|_l_I_I_I_l_!_!_!_!_!_l_i_l_i_!_!_!_!_I_i_i_l_i_l_l_i_l_l
it it

3.13. Példa. Legyen

1 N 1 b 1 (1 N 1 )
an=c+ =bh=c-(z+=]),
7 n7 7T \7T nT
ng = 2 és p = 2. Ekkor k =1 és p,, = n vélasztassal teljesiilnek a 2.1. Kovetkezmény

feltételei. Az abran azt lathatjuk, hogy x; = V2 + 1 —1i,0 = 0,1, ... kezdeti értékekre
a megoldasok mindig a

C
+— n=2,..
n
sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 12,5916.
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3.14. Példa. Legyen

o1, (1+1)
n =T = \7 7))

ng = 2 ésp = 2. Ekkor k = 1 és p,, = /n vélasztassal teljesiilnek a 2.2. Kévetkezmény

feltételei. Az dbran azt lathatjuk, hogy z; = vi2 + 1 — 4,0 = 0,1, ... kezdeti értékekre
a megoldasok mindig a

L ¢
logn
sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 1,63916.

n=2..

3.15. Példa. Legyen

l—i-lb 1 (1+1)
n =2+ —=bp=2-(5+=),
7T n7 7T \7T n7

12



ng =2 és p = 2. Ekkor k =1 és p, = n valasztassal teljesiilnek a 2.1. Kovetkezmény
feltételei. Az abran azt lathatjuk, hogy x; = (—=1)"-i%,i = 0,1, ... kezdeti értékekre a
megolddsok mindig a

C
+—n=2..
n

sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 213, 355.
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3.16. Példa. Legyen

1 n 1 b 1 (1 n 1 )
an = o —Un =2\ 5 AR
7 n7 7T \7T nT
ng = 2 ésp = 2. Ekkor k = 1 és p,, = /n vélasztassal teljesiilnek a 2.2. Kévetkezmény

feltételei. Az abran azt lathatjuk, hogy x; = (—=1)"-i%,i = 0,1, ... kezdeti értékekre a
megolddsok mindig a

L ¢
logn
sorozatok kozott helyezkednek el, ahol C' = 27, 7744.

n=2..
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