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Tartalmi 6sszefoglalo

A pakolasi problémaéakat régéta nagy figyelem ovezi, amelyekég nap-
jainkban is sokat vizsgalnak. Egyik népszerl feladat rleb&émakdrben a kor-
pakolas [1]. Ennek célja adott szdmu egybevago, paronkérjudkt kornek az
egységneéegyzetbe vald legsirlibb pakolasanak a megadasa.

A feladat dudlisanak tekinth@probléma a korfedés. Ez a probléma sokkal ne-
hezebbnek bizonyul, amelyet a témaban elért eredményekryisége is tikroz.
Ebben az esetben adott szdmu egybevagd korrel az egyseghdgyritkabb
lefedését keressiik, ahol legritkabb alatt azt értjuk, rokpheb legkisebb sugaru
korokkel fedjuk le a négyzetet.

Az intervallum-aritmetikat hasznaltuk fel annak eldoét&s hogy a korok
egy adott elrendezése teljesen lefedi-e az egységnégy&etelobbi kérdés el-
dontésére egy branch-and-bound alapu eljarast fejlészkeki. Az eljarasunk
parhuzamositott valtozatat is megvizsgaltuk, amikor egjjileg tobb részprob-
lémaja is végrehajthaté a branch-and-bound eljarasnak t©BU-mag fel-
hasznaldsaval.

Az eljarasunk hatékonysagat bemutatjuk egy telekommugiokgrobléman.
A f6 radidadoé-tornyok pozicidinak ismeretében hatarozzug Magyarorszag
radidadasokkal valé optimdlis lefedését. Az egyes radiciachyok altal kibo-
csajtott radidhullamok kor alaku tertleteket fednek leegsn teriiletek 6sszegét
szeretnénk minimalizalni, mely aranyos a radiéado-torsmgarzasi energiaja-
nak nagysagaval. Ennél a problémanal a korok sugarai kel is lehetnek,
és az optimalis sugarméretek meghatarozasara egy bradebeand alapu meg-
bizhat6 optimalizal6 eljarast alkalmaztunk.



1. fejezet

Bevezetés

Ebben a fejezetben ismertetjuk a korfedési problémat, ésitagunk egy jol
skalazhato, altalanos célu eljarast, amellyel tobbdindsnintervallumok tulaj-
donségait vizsgalhatjuk. Ezutan megmutatjuk, hogyart kttdelhasznalni annak
eldontésére, hogy a korok egy adott elrendezése teljefti-E2az egységnegy-
zetet.

1.1. A korfedés probléma

A korfedés probléma a korpakolasi feladat dualisanak tekih. Ebben az
esetben adott szdmu egybevagd korrel az egységnégyatkdbgriefedését ke-
ressuk, ahol legritkdbb alatt azt értjik, hogy a léhegkisebb sugaru korokkel
fedjuk le a négyzetet. Optimalis megoldasokat csak kisgzé&in esetén talaltak
(lasd [3]) és az optimalitAsukat matematikailag bizorydta A korok szamanak
ndvekedésével az elhelyezkedési "mintaik" szama drasaikndvekszik, amely
nagyban megneheziti az optimalis megoldas megtalalasaptanalitds matema-
tikai médon valo bizonyitasat pedig még inkabb.

Hasznos lehet szamitégépes programokat irni a problémaldédsgra, de a
kordk elhelyezkedési "mintéinak” tébbsz6rds szimmedrigalamint a szamitasi
bizonytalansagaink kezelése nagy nehézségeket okozmakellés eldontésének
kérdésevel foglalkoztunk annak érdekében, hogy minélsaluy eljarast dolgoz-
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zunk ki ennek a részproblémanak a megoldasara.

1.2. A branch-and-bound-alapu parhuzamositott el-
lendrzo eljaras

Az altalunk kifejlesztett algoritmus egy egyszerlUsi®R&B eljaras, amely
adott korlatok mellett képes megbizhatéan bizonyitanitépdimenzids inter-
vallum tetsbleges tulajdonsagat, felhasznélva erre tébb CPU magduisisich
csokkentése érdekében [4]. A mUkodésehez sziikségesyagy eljaras, amely
egy adott intervallumroél képes megbizhatéan megallapitagy rendelkezik egy
adott tulajdonsaggal, azonban az elleri§éznem kell megbizhatéan elddntenie.

Bemenetként egy tobbdimenzids intervallumot var, és a ketepedig igaz,
ha az intervallum rendelkezik az adott tulajdonsaggalpmiien pedig visszatér
egy részintervallummal, amely vagy kivételt képez, vagadatt korlatok mellett
nem donthdi el réla, hogy rendelkezik-e az adott tulajdonsaggal.

Az eljaras futasa kdzben létrehozzott részintervallumakimmalis hosszat
rogzitjuk, és ezt-nal jeldljuk. Erre hatakonysagi okokbol van sziikség, iinéze
a paraméter nagyban befolyasolja az eljaras atlagos diejési Ezzel korlatoz-
zuk az eljarasunk bizonyito erejét is, azonban a legtdbbl@noa esetében ennek
a paraméternek az értéke megvalaszthatd ugy, hogy elfatfadhredményt pro-
dukaljon az eljaras.

Egy masik hatékonysagbeli tényeaz eljards altal egyidejlleg futtathatod
szalak maximalis szama, amelygtread_max-szal jeldlink, és ennek fdls
korlatja a felhasznalt szamitogépbend&PU magok szama.

Az algoritmus szerina kdvetked esetekben nem rendelkezik a bemeneti in-
tervallum a vizsgalt tulajdonsaggal :
e Egy részintervalluma nem rendelkezik az adott tulajdogahg

e Egy e-nal kisebb méretl részintervallumardl nem tudjuk melghi@an bi-
zonyitani, hogy rendelkezik az adott tulajdonsaggal.
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Tekintve, hogy a megbizhaté el@z6 eljarasunk csak pozitiv valasz esetén tér
vissza megbizhato eredménnyel, az algoritmusunk negal@sx esetén mindig
feloszt egy intervallumot azos méretkorlatig, azonban az @lfy/en taldlat esetén
terminal.

Az algoritmus nem parhuzamositott valtozatanak helyegagglasa meg-
talalhato [5]-ben. A B&B eljaras fiiggetlen részprobléntakdit eld, amely
lehetvé teszi a parhuzamositasat. Kénnyen belathato, hogy &hazamositott
algoritmus is megvizsgalja az dsszes részproblémat, észigtén helyes mate-
matikailag, valamint véges lépésben befépik a futasa. A tébbszalu végrehaj-
tas kovetkeztében a varakozasunk az volt, hogy a CPU-magokéal aranyos
sebességndvekedést tudunk majd elérni.

Az implementacié sordn néhany dologra kulonos figyelmelettelordita-
nunk: Minden szal felfliggesztett tzemmaddban varakozikigaaz altala indi-
tott gyerek szalak futasa befefadik, igy az ilyen szid szalak nem szamitanak
futd szalaknak. Az eljaras holtpont-mentes, mivel zardieznaltunk a szalak
altal kbzdsen haszndlt valtozék kezelésére. A szamitasanonytalansaganak
kezelésére intervallum-aritmetikat hasznaltunk, és aikkidan ezt a C-XSC (lasd
[6]) segitségével valositottuk meg, amely egy széles kbeismert C++ osztaly-
konyvtar nagy pontossagu tudomanyos szamitasok elvéagzésé

1.3. A korfedés probléma eldontése

Itt a kordbban bemutatott parhuzamositott élet eljarast alkalmaztuk a
kovetkedk szerint: A bemeneti intervallum maga az egységnégyzptrészin-
tervallum vizsgalt tulajdonsaga, hogy vajon le van-e s&ljefedve barmelyik kor
altal. Ez azonban nem mindig dontbetl a véges pontossagu aritmetikank mi-
att, igy minden kort nyilt halmazoknak tekintlink a sikon. Aghizhat6 elletrz6
eljarasunk pedig akkor tér vissza pozitiv valasszal, ha a

sup(x — center) < inf(r?)

egyenbtlenség fennall az intervallum minderpontjara, ahotenter a kor kozép-
pontjat,r pedig a kor sugarat jeloli.
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Eljarasunk hatékonysaganak tesztelésére néhany egyssetésetet hasznal-
tunk fel: n? kor egyn x n-es szabalyos racson elhelyezve Ggy, hogy az atlés
szomszédok érintsék egymast. Valgjaban két, egymashopndgizeli met-
széspontjuk van, mivel a korok sugarat megnoveltik egy, kis e értékkel, mert
kilonben a metszéspontjukrél nem tudnank eldonteni, hegwh-e fedve, vagy
sem. Néhany példat lathatunk erre az 1.1 abran.

| iy

@) n=2 (b) n=10 () n=3 (dyn=4

1.1. &bra. Tesztesetek a korfedés problémahoz

Az eljardsunknak az ébbi teszteseteken val6 futds kozbeni mikodésére az
1.1 abran lathatunk példakat. A kék négyzetek az egységmgéas jelolik, a
fekete négyzetek pedig a B&B eljaras altal képezett résmratlumokat. Abban a
specidlis esetben, amikar2-nek a hatvanya, akkor a legkisebb részintervallumok
a korok beirt négyzetei. Mivel a korok teljesen lefedik arbeégyzetiiket, ezeket
az intervallumokat mar nem osztja tovabb fel az eljaras.Okktfolyélag ezek
a specialis tesztesetek nem alkalmasak a teljesitménysérérémert az algorit-
mus futasideje ezeken nagyon kicsi lesz. Masf@dszszont, han nem 2-nek a
hatvanya, akkor a B&B-eljaras nem hoz létre olyan résanalermokat, amelyek
valamely kor beirt négyzetei lennének, mivel mindig kéteagdy részre osztja fel
az intervallumokat, a legszélesebb oldaluk mentén. Ebbezsatben tébb rész-
intervallum keletkezik a korok metszéspontjai korul, nhieeeknek egy, nagy-

sagrendl kornyezetik van csak lefedve a korok altal.



2. fejezet

A korfedés alkalmazasa a
telekommunikacios halézatokban

Amint azt az ebz6 fejezetben lathattuk, annak elddntése, hogy az egység-
négyzet le van-e fedve korok altal vagy sem, egy viszonlagzyl feladat
volt, és nincs kilondsebb ipari alkalmazhatésaga. Azobkaretettebb alakzatok
korokkel valo optimalis lefedése mar nagyobb kihivastrjelés hasznosabbnak
bizonyulhat. EbBI kifoly6lag megvizsgélunk egy telekommunikécioval kape
latos feladatot, amelyben felhasznalhatjuk a korabbiraéetyeinket.

2.1. Magyarorszag radidadasokkal valo optimalis
lefedése

A feladatunk a ® radi6éadoé-tornyok pozicidinak ismeretében meghatarozni
Magyarorszag radiéadasokkal valé optimalis lefedésétrairdbadd-tornyok el-
helyezkedését a 2.1 abran lathatjuk. Az egyes radicadgdkraltal kibocsajtott
radidhullamok kor alaku terileteket fednek le, amelyekaekigara a kdvetkéz
képlet alapjan szamithato ki:

A Pado
r=-—
4m Pvevo
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ahol \ a radiéadas hullamhosszat jeldh,;, a radidado-toronyba betaplalt tel-
jesitmeénytP,.., pedig az a minimalis teljesitmény, amivel a radidohullamreak
delkeznie kell ahhoz, hogy a v@érzékelni tudja azt.

Ez a képlet a terepviszonyokat nem veszi figyelembe, mivek sk, sza-
mottevd akadalyok nélkili terepen érvényes, igy egy egyszetiisitodelinek
tekinthet. Ennek legjobban egy C-osztalyba tartoz6 radiéadé medelieltet-
heth meg a Federal Communications Commission szabalyoz&ggéal amibl
az kovetkezik, hogy a vék minimalis érzékenysédge31 EF — 07 Watt.

2.1. dbra. A d radi6ado6-tornyok elhelyezkedése

N\
/
“

L
K 71/ (=l

=

(a) Nincs fedés (b) Teljesen lefedve

2.2. dbra. A B&B elledrz0 eljaras futasa
A minél kisebb tGzemeltetési koltségek elérése érdekébadidadasok altal
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lefedett tertletek 6sszegét szeretnénk minimalizalnly raeanyos a radidado-
tornyok sugarzasi energiainak 6sszegével.

Ennél a feladatnal is alkalmazhatjuk a parhuzamosit@t@io eljarasunkat
a kovetkebk szerint: A bemeneti intervallumunk egy teizges intervallum,
amely magaba foglalja Magyarorszagot. Egy intervallunsgét tulajdonsaga,
hogy le van-e fedve barmely kor altal, €s hogy van-e k6zogpdiagyarorszag-
gal. Ez utdbbi feltétel az egyetlerdbités az éz6 megoldashoz képest, ame-
lyet a pont helyzetének vizsgalatara szolgalé kdzismertrggtriai algoritmussal
oldottunk meg, azonban itt a pontok szerepét felvaltott@kngervallumok. Az
ellendrzb eljarasunk futdséat két teszteseten a 2.2 bran lathaguélsd esetben
két radidado-tornyunk van, amelyek az orszag nagy réstastike Az algoritmus
altal el$ként megtalalt intervallum, amely az orszag teruletéiilbeln, de nincs
lefedve egyik kor altal sem, a kép jobb félsarkaban lathaté kis korrel van meg-
jelélve. A masodik esetben 6t radidado-tornyunk van, asletgljesen lefedik az
orszagot.

2.2. Az optimalis sugarhosszak meghatarozasa

A feladat bemutatasakor kitértiink arra, hogy az adétorfiggikasztasa, azaz
az altaluk felhaszndlt energia egyenesen aranyos az agotodltal lefedett
terlletek nagysagaval. Azt is megemlitettik, hogy az adguok kor alaka
terlleteket fednek le radidadassal. lly moédon atfogalrazk a feladatot a
kovetkedképpen: fedjik le Magyarorszagot adott kézéppontlu kébKigy,
hogy a korok altal lefedett teriiletek 6sszege minimaligéeg

2.2.1. A feladat matematikai vizsgalata

2.1. Definicid. Jeldljer = (rq,rs,...,7,) az adotornyok altal lefedett kor alaka
terliletek sugarhosszait tartalmazé vektort. Ezt a tovaldtdn konfiguraciénak
fogjuk nevezni.
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Ezt a jelOlést felhasznalva a célfuiggvenylnk a koveikez
flri,re, ... m)) :er — min (2.1)
=1

2.2. Definicié.Egyr konfiguraciét jonak nevezink, ha az altala reprezentaldkor
lefedik Magyarorszagot. Ellenkez6 esetben a konfigutéogsznak nevezzik.

Most bebizonyitunk néhany egyszert allitast a konfigokdal kapcsolatban.

2.3. Allitas. Ha egyr = (r1,7s,...,r,) konfiguracio jo, akkor barmely’ =
= (r}, 5, ..., 7)) konfiguracio is jo, ha’ > r; mindeni-re.

r'n

Bizonyitas.Mivel az r konfiguracié jo, igy az altala reprezentalt korok lefedik
Magyarorszagot. Ha ezen korok kézil barmelyiknek megnikeh sugarat,
akkor a kapott korok szintén lefedik Magyarorszagot. Azbbiogondolatot is-
mételve minderi-re lathatd, hogy”’ is j6 konfiguracié. O

2.4. Allitas. Ha egyr = (r,79,...,r,) konfiguracié rossz, akkor barmely =
= (r},1h,...,r,) konfiguracié is rossz, hg < r; mindeni-re.

Bizonyitas.Hasonl6an az ékz0 allitashoz. O
2.5. Definicio. Jeldlje C' = ([c1,c], - . ., [ca, Gr)) @zon konfiguraciok halmazat,

amelyeki-edik komponense(a;, ;] intervallumba esik. &' halmaz két kitlintetett
szerep( konfiguraciéja a kovetkez@ = (cy, . ..,c,) ésC = (ci, ..., C,).

2.6. Definicio. A feladatunk optimalis megoldasa egy olyakonfiguracio, ame-
lyre a 2.1 célfiiggveény érteke minimalis.

A konfiguraciok egyszeri tulajdonsagai hasznosnak biziorak az optimalis
megoldas keresése soran, amelyet a kovétkéitdsokban részletezink:

2.7. Tétel. Ha egyC halmazC ésC kitiintetett konfiguracio rosszak, akkor az
optimalis megoldas nem lehetd = ([0,¢], . . ., [0,¢,]) halmazban.

Bizonyitas.Mivel a C' konfiguracio rossz, a 2.4 allitasbél kovetkezik hogg'a
halmaz 6sszes konfiguracidja is rossz. Az optimalis mega@danban egy j6 kon-
figuracio, igy nem lehet eleme@ halmaznak. O
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2.8. Tétel. Ha egyC halmazC ésC kitiintetett konfiguracioi jok, akkor az opti-
malis megoldas nem lehet@&\ C halmazban.

Bizonyitas.A C halmazon a 2.1 célfiiggvény @ pontban veszi fel a mini-
mumat, amely fel§ korlatja az optimumnak, mivel egy j6 konfiguracio. Ebfl
kovetkezik, hogy az optimalis megoldas nem lehet a megadbtiazban. [

Megjegyzend, hogy nyitott korok esetén & konfiguracio sem optimdlis,
ugyanis létezik olyan kis > 0, hogyC. = (c1 — ¢, ..., ¢, — €) is j0 konfiguracio
esf(Co) < f(Q).

2.9. Allitas. Nem létezik konfiguraciok olyas halmaza, amelynek konfigura-
cidja j6 ésC konfiguracioja pedig rossz.

Bizonyitas.Mivel a C konfiguracio6 jo, a 2.3 allitasboél kovetkezik, hogyis jo
konfiguracid, ami ellentmondas. O

2.10. Kdvetkezmeény.Csak olyarC' halmaz, amelynek’ konfiguracioja rossz, és
C konfiguracidja jo, tartalmazhatja az optimalis megoldast.

2.2.2. Az optimalizalo eljaras

Most bemutatjuk az optimalis sugarhosszak meghatara&zétgald algo-
ritmust, majd igazoljuk a helyességét.

A SUGARHOSSZAKAT MEGHATAROZO OPTIMALIZALO
ELJARAS

e () legyen egy Ures, minimumos prioritasi sor, amelybern-ael jelolt ele-
mek prioritasat aC; konfiguracion felvett célfuggvényértékik hatarozza
meg.

e Tegylk be &y = ([0,¢1],...,[0,¢c,]) kezdeti konfiguraciohalmazt@ sor-
ba, ahol &}, egy olyan j6 konfiguracio, amelyre a célfiiggvény értéke kel-
|6en nagy.

11
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e Ciklus:

Vegyunk ki egyC' konfiguraciéhalmazt § sorbal.

Osszuk fel két egyedlrészre a' halmazt, mint tobbdimenzids inter-
vallumot, a legszélesebb oldala mentét'aés C,; halmazokra ugy,
hogyC = C; ésC = C, teljeslljonek.

Ha C j6 konfiguracio, akkor tegyiik b€;-et aQ) sorba.

* Ha (), rossz konfiguracio, akkor tegyuk 6&-t a () sorba.
e Amig C legszélesebb oldalanak hossza
e Visszatériink & megoldassal.

2.11. Tétel. Az el6z6 algoritmus megbizhatban meghatarozza a fela#laipti-
malis megoldasanak egysugaru kdrnyezetét.

Bizonyitas.Valasszuk meg &', konfiguraciot Ggy, hogy minden komponense
nagyobb legyen, mint Magyarorszag két legtavolabbi poat{ea tavolsaganak a
fele. Ebl®l egyszeriien kdvetkezik, hody, tartalmazza az optimalis megoldast.

Az algoritmus ezutan minden iteraciobat’@halmaznak egy egyre finomodo
particionalasat allitia 6| azaz minden Iépésben egy medléarticidjat bont-
ja tovabb. Az algoritmus altal hasznalt sorba ezek kozik odgan C' particiok
kerlilnek be, amelyeknek@ konfiguracioja rossz é§' konfiguracioja pedig jo.
Kdnnyen belathatd, hogy az aktualis particionalas dssaastulajdonsagu parti-
ciéja mindig benne van a sorban. A 2.10 kévetkezmény alappiak kozul az
egyik tartalmazza az optimalis megoldast.

Igaz tovabba az is, hogy a prioritasi sorbandév; halmazokC; konfigura-
cidiban felvett célfiggvényértékek minimuma felkorlatja az optimumnak. A
prioritasi sorunk tulajdonsagabol kdvetkezik, hogy azidks iteracioban a sorbol
kivett C' halmazC konfiguraciojaban felvett célfliggvényérték pedig alsdapa
az optimumnak. Mivel az utolsé iteracidban a sorbdl kigettalmaznak, mint in-
tervallumnak, a legszélesebb oldalanak a hosszaaz ebzbek felhasznalasaval
kapjuk, hogyC' az optimalis megoldasnak egysugari kdrnyezetében van. [
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3. fejezet

Hatékonysagi kérdések és
eredmenyek

3.1. A korfedés eldontésének hatékonysaga

Az intervallumos elletirzd eljarasunkat egy parhuzamositott kérnyezetben
vizsgaltuk meg, amikor a B&B—eljaras kulonlibépései egyidejlileg tébb CPU
magon is végrehajthatdak. Tesztjeinek egy 4-magos Sunisxgpen vegeztik
el, igy az egyidejlileg futd szalak maximalis szama 4 ldhedevarakozasunk az
volt, hogy tobb kor esetén az eli@mnd eljaras altal Iétrehozott részintervallumok
szama igen nagy lesz, és ennek megdelela tdbbszalu végrehajtas javithat a
futasiddn.

A 3.1 4bran lathato teljesitmény-grafikonokrol leolvashaiogy a korfedés
probléma eldontése esetébEinx 11 kortdl kezdve az egyszalu végrehajtashoz
viszonyitott teljesitményndvekedés aranyos a CPU-magéaiknaval. Magyaror-
szag lefedése esetében mar nem lathato ilyen egyértelpu$diat, mivel az itt
mért eredmények az egyszer( optimalizalé futasidejépuitak. Tébb kor ese-
tén azonban itt is megfigyeltiet teljesitményndvekedés. A korfedés esetében
a futasid a masodperc tortrésze volt, Magyarorszag lefedése esefidilig a
kdrok szamatol fuggen akar néhany perc is.
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Hatékonysag

Hatékonysag 3

?"*'*'*""‘x"l 2'szal —— 28r

Teljesitménynovekedés
by

18

Teljesitményndvekedés

16

14

12

, , , , ,
P z 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Korok szama Korok szama

(a) Az egységnégyzet lefedése (b) Magyarorszag lefedése

3.1. abra. Teljesitményndvekedés a CPU-magok szamangkdiigében.

3.2. Magyarorszag optimalis lefedése

A kovetkedkben az optimalis sugarhosszakat meghataroz6 eljarédsunk
tal talalt eredmények kozul ismertetiink néhanyat. Mindsegtleen az optimalis
megoldas 1 kilométer sugaru kozelitését lathatjuk, ampealfihatonak mondhaté.
Ezen eredmények meghatarozasahoz a koérok szamatd@diggehany orara is
szlikség volt.

Az abrakon lathat6, hogy a kivalasztott radidado-tornygpkneashoz viszonyi-
tott elhelyezkedését fliggden az optimalis megoldasban bizonyos tornyek
sugaru teriletet fednek le, azaz kedelz, ha nem hasznaljuk féket.

14



Korfedés és alkalmazasa a telekommunikaciés halézatokban
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(a) n=3 (b) n=3 (c)n=3
(d) n=4 (e) n=4 (f) n=4

(9) n=5 (h) n=5 (i) n=5

(i) n=6 (k) n=6

(m) n=7 (n) n=7 (o) n=7

3.2. dbra. Optimalis lefedettségi térképek
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