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1. Bevezeto

1.1. Torténeti attekintés

Dolgozatom célja a differencidloperator és a kevésbé ismert differenciaoperator Gssze-
hasonlitdsa volt. A differenciaoperator tanulméanyozasa még a XVII. szazadban kez-
dédott. BROOK TAYLOR (1685-1731) volt az elsé aki a ”"The Method of Incre-
ments” ciml konyvében foglalkozott a differenciaszamitassal 1715-ben. 1759-ben
JOSEPH LUIS LAGRANGE (1736-1813) oldott linedris, valtozé egyiitthatds dif-
ferenciaegyenleteket. Ezeket az eredményeket PIERRE SIMON LAPLACE (1749-
1827) altalanositotta az 1774-ben és 1776-ban kiadott munkaiban. LEONHARD EU-
LER (1707-1783) 1755-ben az ”Institutiones calculi differentialis” c¢im munkajaban
foglalkozik a véges differencidk elméletével, valamint & vezette be a A jelet a diffe-
renciara. A differenciaszamitas problémaival foglalkozott még NICOLAS DE CON-
DORCET (1743-1794), GASPARD MONGE (1746-1818) és sokan mésok. Ismert
GEORGE BOOLE (1815-1864) konyve a ”Calculus of Finite Differences” 1860-bdl,
ami formalis analogiat mutat a differenciaszamitas és differencidlszamitas kozott.
Fontos még LOUIS MELVILLE MILNE-THOMSON (1891-1974) ”The Calculus of
Finite Differences” 1933-ban kiadott konyve, valamint CHARLES JORDAN ” Calcu-
lus of Finite Differences” kényve 1939-bdl.

1.2. A munka célja

Munkam célja az volt, hogy kivizsgaljam a differencidloperator és a differenciaoperator
kozotti analogiat, kiemeljem a koztiik levo jellegzetes hasonlosdgokat, valamint fel-
hivjam a figyelmet a lényeges kiillonbozdségre. A 2. fejezetben ezzel a két operdtorral
foglalkoztam. Az 2.1. alfejezetben bevezettem a veliik kapcsolatos alapfogalmakat,
a 2.2. alfejezetben pedig felsoroltam a tulajdonsagaikat. A differenciaoperator tu-
lajdonsagainak a bizonyitasait én vezettem le, mivel az altalam hasznalt irodalom-
ban nem voltak benne. A 2.3. alfejezetben taldlhato két tablazatban az elemi
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fiiggvények differencialjait és differencidit soroltam fel, kiemelve a hasonlésagokat és
az eltéréseket. Az elemi fiiggvények differencidit szintén én szamoltam ki. A negyedik
alfejezetben a Taylor-polinomot definialtam, valamint egy vele analég polinomot, a
Newton-polinomot, amelyben a differencidloperator helyett a differenciaoperator je-
lenik meg. Itt talalhaté egy példa is, amely részletesen szemlélteti a Taylor-polinom
és a Newton-polinom kozotti szép analdgiat. A 3. fejezetben a differencidloperator
inverzét, a hatarozatlan integralt vezettem be, valamint a differenciaoperator in-
verzét, a hatarozatlan Osszeget, illetve hatdrozatlan szummat. A 3.1. alfejezetben
definidltam ezeket a fogalmakat. A 3.2. alfejezetben felsoroltam az inverz operatorok
tulajdonsagait, s szintén elvégeztem az Osszehasonlitast. A hararozatlan szumma
tulajdonsagainak bizonyitasat én vezettem le. A 3.3. alfejezetben két tablazatban
foglaltam Ossze az elemi fiiggvények integraljait és szummait. A 4. fejezetben a
hatarozott integrallal és a hatarozott szummaval foglalkoztam, valamint bemutattam
alkalmazasi lehet6ségeiket.

Feladatom a dolgozat irdsa soran az volt, hogy bebizonyitsam azokat a tételeket,
melyeknek bizonyitasat nem taldltam meg a tanulmanyozott irodalomban, elvégezzem
az Osszehasonlitasokat, kiemeljem a jellegzetes kiillonbségeket, valamint hogy szemlél-
tetd példakkal illusztraljam ezeket.

2. A differenciaoperator
2.1. Alapfogalmak
Eloszor definialjuk a differencidloperatort.

2.1. Definicié. Azt a figgvényt, mely az (a,b) intervallum minden pontjdhoz az
f adott pontbeli derivdltjat rendeli hozzd, az f fligguény derivdltfigguényének, vagy

roviden derivdltjdnak nevezzik és D f vagy % modon jeloljik, s igy
Df(x) = lim fwth) = f(x)) x € (a,b)
h—0 h

Ha elhagyjuk a limeszt, és ha h = 1 értéket vesziink, akkor a

Af(x) = fle+1) = f(x)

operatort kapjuk, s ezt nevezziik differenciaoperatornak, melynek definidlasa a kovet-
kezoképpen torténik.

2.2. Definicié. Azt a figguényt, mely az (a,b) intervallum minden pontjihoz az f
adott pontbeli differenciajat rendeli hozzd, az f figguény differenciafiigguényének, vagy
roviden differencidajinak nevezziik és Af maodon jelolyik, s igy

Af(z) = fle+1) = f(z), x€(ab)



A f(x) mindig létezik, ha a fiiggvény értelmezett, de D f(x) nem mindig. Nézziik meg,
flz+h) - flz)
h

N 7 S L
T=4 valtozot és az f(ﬁ> = Ef(ﬁ) fiiggvényt. Ekkor

mi torténik, ha h # 1. Ebben az esetben az tortben vezessiik be az

%.f(ﬁh):?(x;;h) :?(%H) — F(z+1)
flx+h)— f(x)
I

Emiatt elegendd, ha a A f(x) operétor tulajdonsagait csak h = 1 esetében bizonyitjuk,
hiszen ezek h # 1-re is érvényesek lesznek.

Apf(z) =

1 1 - =
= o fla ) - f@) =T+ 1) - (@)

2.2. Alaptulajdonsagok

A kovetkezd 0t tétel a differencidloperator alapveté tulajdonsagait foglalja Ossze. A
tételek bizonyitasai kozismertek, ezért elhagyhatok, de az olvasé megtekintheti ¢ket
a [3] és [4] konyvekben.

2.1. Tétel. Ha az f fiugguény differencidlhato az x pontban, akkor a c- f figgvény is
differencidalhato az x pontban, ahol c tetszoleges konstans, €és

D(c- f(x)) = c- Df(x).

2.2. Tétel. Ha az f és g figguények differencidlhatok az x pontban, akkor f + g
osszequk is differencidlhato az x pontban, és

D (f(z)+g(z)) = Df(x) + Dg(x).

2.3. Tétel. Ha az f és g fligguények differencialhatok az x pontban, akkor f - g
szorzatuk is differencidlhato az x pontban és érvényes, hogy:

D (f(x)-g(x)) = g(x) - Df(x) + f(x) - Dg(x).
2.4. Tétel. Ha az f és g fuggvények differencidlhatdk az x pontban és g(x) # 0,

akkor a figguények = hdnyadosa is differencialhato az x pontban és érvényes, hogy:
g

f@)\ _ g() - Df(x) — f(x) - Dy(x)
D(mw)‘ 2(0) |

2.5. Tétel. Ha az g fugguény differencidlhato az x pontban és f differencialhato a
g(x) pontban, akkor a figgvények f o g kompozicidja is differencidlhaté az x pontban
és érvényes, hogy:

D((feg)(x)) = Df(g(x)) = Df(g(x)) - Dg(x).



A kovetkezo négy tételben a differenciaoperator azon tulajdonsagai kovetkeznek, ame-
lyek a 2.1. Tételben, 2.2. Tételben, 2.3. Tételben és 2.4. Tételben kozolt, a differ-
encidloperatorra vonatkozo tulajdonsagok analogonjai.

2.6. Tétel. Ha az f fiigguény értelmezett az x pontban, akkor a c - f figguény is
értelmezett az x pontban, ahol c tetszoleges konstans, és

Ale- f(z) = c- Af(a).
Bizonyitds. Legyen F(x) = c- f(z). Ekkor
Alc- f(z))=AF(x)=Fx+1)—F(z)=c- fl(z+1)—c- f(zx) =
e (flr 4 1) — () = ¢ Af(e).
<

Az ebben a tételben leirt differenciaoperatorra vonatkozé tulajdonséag teljes egészében
a 2.1. Tételben leirt, differencidloperatorra vonatkozé tulajdonsdg megfelel6je.

2.7. Tétel. Ha az [ és g fligguények értelmezettek az x pontban, akkor f -+ g 0sszegiik
1s értelmezett az x pontban, és

A(f(x) +g(x) = Af(z) + Ag().
Bizonyitds. Legyen F(x) = f(z) + g(z). Ekkor
A(f(x) +9(x)) = AF(x) = Flz+1) = F(z) = flz+ 1) +g(z +1) = (f(z) + g(2)) =
= (flz+1) = f(2) + (9(x + 1) — g(2)) = Af(x) + Ag().
<

A differenciaoperator e tulajdonsaga szintén teljes egészében megegyezik a differen-
cidloperator 2.2. Tételben kimondott tulajdonsagaval.

2.8. Tétel. Ha az f és g fiigguények értelmezettek az x pontban, akkor f-g szorzatuk
s értelmezett az x pontban és érvényes, hogy:

A(f(x)-g(x)) = g(x) - Af(z) + f(z+1) - Ag(x).
Bizonyitds. Legyen F(x) = f(z) - g(x). Ekkor
A(f(z)-g(x)) = AF(z) = F(x +1) = F(z) = f(x +1) - g(z + 1) -
= fle+1)-g(@+1) = f(z) - g(x) = fl+1)-g(z) =
=g(@)- (flz+1) = f(2)) + fle+1) - (9(z + 1) —g(z)) =
=g(x) - Af(x) + f(z+1) - Ag(x).

f(x)-g(z) =

<

A fenti tétel a 2.3. Tétel megfeleléje. Az analdgia itt is erdteljes, de lathatéan a
jobboldali els6 tagban f(x) helyett f(x+1) szerepel, s ez mar egy fajta kiillonboz6séget
jelent.



2.9. Tétel. Ha az f és g fiigguvények értelmezettek az x pontban és g(x) # 0, akkor

a fugguények = hdnyadosa is értelmezett az x pontban és érvényes, hogy:
[Y

L) o) Af@) — @) Bgl)

9(x) 9(@) - g(z+1)
Bizonyitds. Legyen F(x) = m Ekkor
9(x)

T r+1 T
A ARG = Po 1) = Pl) = JgCExH; - ﬁxi _
g(x) - fle+1) — f(x) gz +1) £ f(z) g(z)

g(z+1)-g(x)
g(z) - (flz+1) = f(z) — f@) - (9(x + 1) — g(x))
g(xz+1) - g(z)
_y(@) - Af(x) — fx) - Ag(x)
g(x+1)-g(x)

<

Ez a tétel a 2.4. Tétel analogonja. A kapott tulajdonsag a differencidloperator tu-
lajdonsdgara hasonlit, de a nevezében g(x) helyett megjelend g(z + 1) tényezé mar
szintén egy kisebb foku kiilonbozdéségre utal.

A kovetkez6 példa egy racionalis tortfliggvény differencidjanak kiszamitasat be.

2.1. Példa. Ha f(z) =2 — 3 és g(x) =z + 2, © # —2 akkor
3 (E55) - ALl _ o0 - Seibate)

T +2 gx) g(z)g(x +1)
@2z -3 +1—-a+3) (v -3)(z+2+1—-2—-2)
n (x +2)(x + 3) B
r+2—x+3 5

T (@+2)z+3) (@+2)(z+3) v =3

A differencidloperatornak vannak olyan tulajdonsdgai is, amelyeknek nem létezik
megfeleldje, azaz lényeges analogonja a differenciaoperatorok korében. Ilyen példaul a
2.5. Tételben bemutatott, osszetett fiiggvény differencialjara vonatkozé tulajdonsag,
amelynek differencidjara hasonlé tulajdonsag nem mondhaté ki.

Ismert, hogy a differencialoperdtor esetében definialhatjuk a masodik differencidlope-
ratort is a kovetkezoképpen:

D*f(x) = D(Df(x)),
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vagyis mint a fiiggvény elso differencialjanak differencialjat. Ennek megfeleléen defi-
nidlhatjuk a AZf(x) masodik differenciaoperatort is, mint a fiiggvény els6 differ-
encidjanak differenciajat, amely kifejtés utan a kovetkezot adja:

Af(z) = A(Af(2)) = A(f(z +1) = f(2)) = Af(z + 1) = Af(x) =
=fx+2)— fla+1) = fle+ 1)+ f(x) = fla+2) = 2- flz + 1) + f(=).

Mint ahogy adott n természetes szam esetén a fiiggvény n-edik differencialja kiszamolhaté
az (n — 1)-edik differenciél segitségével, mégpedig, mint

D"f(x) = D(D""" f(z)),

ugyanigy megadhat6 a fiiggvény n-edik differencidja is az (n — 1)-edik differencia
segitségével eképpen:

A" f(x) = (A" f ().

Az n-edik differencidlig és az n-edik differencidig ugyanolyan moédon jutunk el, ez a
tulajdonsag is azonos mindkét operatornal.

2.3. Tablazatok

Ebben a fejezetben bemutatjuk az elemi fliggvények derivaltablazatdanak egy részét és
az a célunk, hogy az elemi fiiggvények differencidira is felirjunk megfelel6 tablazatot.

Az elemi fiiggvények derivalttabldzata:

L. | f(x) = ¢,c = const. f(x)=0

2. flx)=2a" flx)=n 2"
3. f(z) =a” f(z) =a"-Ina
4. flz) =€’ f'(x) = 61“3

5. f(z)=Inz f(z) = .

6. f(z) =sinzx f'(x) = cosz
7. f(x) = cosz f'(x) = —sinz

1. Ha f(z) = ¢, akkor
Af(z) = f(z+1)— f(x) =c—c=0.

Megallapithato tehat, hogy a konstans fliggvény differencidlja és differencidja meg-
egyezik, vagyis mindkett6 0. Masfelol viszont A f(x) = 0 teljestil minden 1-periodikus
valds fiiggvény esetén is, azaz a differenciaoperator minden 1-periodikus fiiggvényt is a
0-ra képez, amely tulajdonsag alapvetden kiilonbozik a differencidloperator megfelelo
tulajdonsagatol.

2. Ha f(x) = 2™, akkor
Af(e) = (x+1)" = 2",

ami nem mutat semmiféle hasonlésagot az f(x) = 2" fiiggvény derivaltjaval.
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Ahhoz, hogy analégiat tudjunk mutatni sziikségiink lesz egy masik fliggvényre, a
faktoridlis fliggvényre. A faktorialis fliggvény alakja

e =gz —1)(z—-2)...(x—n+1).
Ha z = n, n™ = nl, ami mar ismert. Konnyen belathaték a faktoridlis fiiggvény
kovetkez6 tulajdonsagai:

1

2 = ) (g — )™ = g (g — )™ 2O =1 L) = m.

E tulajdonsdgok levezetéseit az olvasé megtekintheti a [1] és [2] konyvekben.
Tekintsiik most azt az esetet, ha f(z) = 2. Ekkor

Af(z)=(x+1)"™ -z =@+ Dz...(z—n+2)—z(@—1)...(z—n+1) =

(z4+1—z+n—1D(x(x—-1)...(x—n+2)=n- -z
ami mar szép analdgiat mutat a polinomfiiggvény derivaltjaval.

3. Ha f(z) = a”, akkor
Af(z)=flz+1) = flz) =a™" —a” = (a— 1) a,

amely nem teljes egészében ugyanaz, de hasonlit az exponencialis fliggvény derivaltjara.

4. Az a = e specidlis esetben az exponencidlis fiiggvénynek van egy fantasztikus
tulajdonsaga, mégpedig az, hogy ez a fiiggvény a differencidloperator alkalmazasaval
onmagéra képzddik, azaz (e*) = e®. A differenciaoperdtor esetében is létezik egy
olyan fiiggvény amely onmagara képzodik, mégpedig a a = 2 specialis exponencialis
fiiggvény, azaz f(x) = 2*. Ebben az esetben

Af(z)=flz+1)— f(z)=2"T -2 = (2 1) - 2" = 2",

5. A logaritmusfiiggvény esetében nem olyan konnyt analégiat talalni, mivel

Aln(z) =In(z+1) —In(z) =In T 1,
x

ami eltér a logaritmusfiiggvény derivaltjatol. Ha analdgiat szeretnénk taldlni, sziik-
ségiink lesz egy 1j fiiggvényre. Bevezetjik a U fiiggvényt, amelyet a ' fiiggvény
segitségével definialunk, mégpedig

U(z) =DInl(x).
A T fiiggvény alakja
[(x) = /00 t" e tdt,
s érvényes 14, hogy I'(z + 1) = = - I'(z). (;i)kkor
AV (z) = A(DInT(z)) = D(AInT(z)) = DInT(z+ 1) —InT(x)) =
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I(x+1) al'(z), N 1
[(x) I'(x) )= D1 x

Vagyis a ¥ fiiggvény differencidja megegyezik a logaritmusfiiggvény differencialjaval.

= D(In )= D(In

A trigonometrikus fliggvények differenciai is megadhatdk.

6. Ha f(x) = sinz akkor
Af(z) = f(zr+1) = f(z) =sin(x + 1) —sinx =

. r+1—=x r+1+x
=2.-sin{ —— | -cos| —— | =
2 2
9. g 1 +1
SlI12 cos | x 5 )

Af(z) = f(x+1)— f(x) =cos(x + 1) — cosz =

L fx+ 142z o frx+1—x
=—-2-sin|{ ——— | :sin | —— | =
2 2
2 - si L +1
-S1nn — -S1In | T — .
2 2

Ebben az esetben az az érdekes, hogy a sin és cos fliggvények nem egymaés differenciai,
mint ahogyan az a differencidlasuk soran torténik.

7. Ha f(x) = cosx akkor

Az igy megadott fliggvények differenciaibol elkészithet6 az elemi fliggvények differen-
cidinak tablazata.

1. | f(z) = ¢, ¢ = const. Af(z)=0

2 | fa) = Af(e) = n -2

3. flz) =a" Af(z)=a"(a—1)

4. flz)=2° Af(x)=2"

5.0 fla) =) Af(a) =

6. f(z) =sinx Af(x):2-sin%-cos(a:—|—%)
7. f(x) =cosz Af(z)=—-2- Sin% -sin(x + %)

A tablazatokba csak ez a par fiiggvény kertilt, amelyeknek bizonyitasa a fentiekben
adott és amelyek a differencialoperatorral valé analdgia szempontjabol relevansak.

2.2. Példa. Szamoljuk ki az f(x) = a® fliggvény n-edik differencigjat. Az elsd
differencia
Aa® = (a — 1)a”.

A misodik differencia

A(Ad®) = Al(a — 1)a”) = (a — 1)Ad” = (a — 1)%a”.
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A harmadik differencia

A(A%a") = A((a — 1)%a") = (a — 1)*Ad” = (a — 1)%a”.
A fent leirtakbdl mér konnyen levonhat6 az a kovetkeztetés, hogy az f(z) fiiggvény
n-edik differenciaja

A"® = A(A--- (Ad®)---) = (a — 1)"a®.

2.4. Taylor-polinom és Newton-polinom

Most két polinom definiciéja kovetkezik, amelyeket a differencidloperator és differen-
ciaoperator segitségével adunk meg adott fliggvényre és amelyek a megadott fiiggvé-
nyeket kozelitik meg adott pontokban.

2.3. Definici6. Legyen az f fiigguény az x = x¢ helyen legalabb n-szer differencidl-
hato. Ekkor a
FARIE™

n! (= 20)"

To(x) = f(xo) + f'(z0)(z — x0) + f”g!EO) (x —20)* 4+ - +

polinomot az f fiigguény x = x¢ helyhez tartozo n-edfoku Taylor-polinomjdnak nevez-

Ha n elég nagy, akkor a T, polinom az x = x( hely kornyezetében jol kozeliti az f
fliggvényt.

Ahhoz, hogy a Taylor-polinomnak megfelel6 polinomot tudjunk definidlni differen-
ciaoperétorok segitségével, sziikségiink van ismét a faktoridlis fliggvényre. A fak-
torialis polinom fliggvény alakja a kovetkezo:
Ha z = 0 akkor f(0) = a,.
Vegyiik az f(z) fliggvény elsé differencidjat. Ekkor a kdvetkezot kapjuk:
Af(z) =n-az™ V4 (n—1) - a2"? +.. 4 a,_.
A kapott fliggvény értéke a 0 pontban Af(0) = a,_.
Most tekintsiik az f(x) fiiggvény mésodik differencidjat. Ennek az eredménye:
A’f(x)y=n-(n—1)-az" P+ n—-1)-(n—2)-az™¥ ... £2.1-qa,_,.
Ha z = 0 akkor A?f(0) = 2! - a,_o.
Folytatva ezt az eljardst (n — 2)-szer, az n-edik differencia:
A" f(x) = nlayp.

Ha z = 0 akkor A" f(0) = nlao.
Az igy kapott értékeket behelyettesitve a faktorialis polinom fiiggvénybe adddik, hogy

(2)

F@) = F(0) + AFO0)2) + A2F(0) 5+ 4+ A" F(0) =

Az igy kapott formula az tigynevezett Newton formula, s most definialhatjuk a Newton-
polinomot.



2.4. Definicid. Legyen az f figguény az x = 0 helyen értelmezett. Ekkor az

o) £

Nu(x) = f(0) + AF(0)2) + AZF(0) T + -+ + A" F(0)

polinomot az f fiigguény x = 0 helyhez tartozo n-edfoki Newton-polinomjanak nevez-

Az elébbiekbdl lathatd, hogy mindkét operator segitségével a fiiggvényekre felirhatd
olyan polinom, amely megkozeliti a fliggvényeket az adott kornyezet pontjaiban, és
ez a két polinom nagyon hasonlé moédon szamithato ki, és az alakjuk is hasonlit
egymasra. A kovetkezd példa is ezt mutatja be.

2.3. Példa. A Taylor-polinom segitségével bizonyitsuk be, hogy

2 3 "

¢ r, T

e~1+x+2!—|—3!+ e

Ehhez sziikségiink lesz az e” fiiggvény derivaltjaira a 0 pontban. Mivel az e* fiiggvény
derivéltja onmaga, ezért

FO) = f(0) == f™(0) = =1.

Az igy kapott értékeket csak be kell helyettesiteni a Taylor-polinomba a fent leirt
modon, és azt kapjuk, amit bizonyitani szerettiink volna:
o r? 28 "
'Rl rd oot
A kovetkezo abran az e” fiiggvény grafikonja lathaé kék szinnel, elséfokt Taylor-poli-
nomja sargaval, masodfokt Taylor-polinomja pirossal, harmadfokt Taylor-polinomja
zoldel és negyedfoku Taylor-polinomja lila szinnel.

/
/

/

/

-

1. 4bra
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Az itt talalhaté tablazatban az e” fliggvény értékei talalhatéak 6 pontra kiszamitva,
valamint az els6fokt, masodfoku, harmadfoku és negyedfokd Taylor-polinomjainak
értékei ugyanezekre a pontokra. Ezzel a tdblazattal szeretnénk szemlélteni a Taylor-
polinom fliggvénykozelité tulajdonsidgat, valamint, hogy minél nagyobb foku a poli-
nom, anndl jobb a kozelités.

Filiggvények / pontok -0.5 -0.2 01]0.2 0.5 1

e” 0.60653 | 0.81873 | 1 | 1.2214 | 1.64872 | 2.71828
x4+ 1 0.5 0.8 112 1.5 2

1

%x2+x+1 0.625 0.82 1]1.22 1.625 2.5

1

6x3+§x2+x—|—1 0.60417 | 0.81867 | 1 | 1.22133 | 1.64583 | 2.66667
1

1 1
ﬂx‘* + 6953 + 59:2 +a2+11]060677 | 0.81873 | 1 | 1.2214 | 1.64844 | 2.70833

2.4. Példa. A Newton-polinom segitségével bizonyitsuk be, hogy

) ) (n)
v mper_ o,
2=1+2"+ 9] + 31 + T
Ehhez sziikségiink lesz az f(x) = 2% fiiggvény differencidjéra a 0 pontban. Mivel a
f(z) = 2% fliiggvény differencidja énmaga, ezért

J(0) = AJ(0) = - = AJ(0) = 2° = L.

Az igy kapott értékeket csak be kell helyettesiteni a Newton-polinomba a fent leirt
modon, és azt kapjuk, amit bizonyitani szerettiink volna:
(2) (3) (n)
" myer v,
Az itt lathato abran a 2% fiiggvény grafikonja lathato lila szinnel. Elsofokid Newton-
polinomja zold szinnel, masodfokii Newton-polinomja kékkel, harmadfoki Newton-
polinomja pirossal és negyedfoki Newton-polinomja sargaval.

2. abra
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A kovetkezd tablazatban az 2* fiiggvény értékei vannak 7 pontra kiszamitva, valamint
az elsofokd, masodfoku, harmadfoki és negyedfokit Newton-polinomjainak értékei
ugyanezekre a pontokra. Ezzel a tablazattal szeretnénk szemlélteni a Newton-polinom
fiiggvénykozelito tulajdonsagat, valamint, hogy minél nagyobb foku a polinom, annal
jobb a kozelités.

Filiggvények / pontok -1 |-0.5 -0.2 01]0.2 0.5 1
97 05 | 0.70711 | 0.87055 | 1 | 1.14870 | 1.41421 | 2
41 0 |05 0.8 1]1.2 1.5 2
2

2
e 1 | 0875 |0.92 11112 1375 |2

)
3
T 45246 0 05625 | 1.032 |1 |1.03467 | 1.4375 | 2

6
xt — 4 + 1122 + 14+ 24

2 1 0.83594 | 0.9024 | 1| 1.1344 | 1.39844 | 2

A két példat megvizsgalva arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy mind a Taylor-poli-
nomot, mind a Newton-polinomot fliggvénykozelitésre hasznaljuk, a Taylor-polinom
gyorsabban és pontosabban kozeliti a fiiggvényt.

3. A hatarozatlan szumma

3.1. Alapfogalmak

Az eddigiekben bemutatasra keriilt a differencialoperator és a differenciaoperator,
melyek az adott f fiiggvényhez hozzarendelték a Df és Af fliggvényeket. A tovab-
biakban a forditott probléméat tanulmanyozzuk, mi torténik ha adott a Df és Af,
és keressiik az f fiiggvényt. A kovetkezd definiciokban és a tételben bemutatjuk a
differencidloperator inverz miiveletét, a hatdrozatlan integralt.

3.1. Definicié. Ha az F figgvény differencidlhatd az [a,b] intervallumon és min-
den © € [a,b] esetén F'(x) = f(x), akkor az F figgvényt az [ figguény primitiv
figgvényének nevezziik az |a,b] intervallumon.

3.1. Tétel. Ha az Fy és Fy fugguények az f figguény primitiv figguényei az |a,b
intervallumon, akkor van olyan C valds dllandd, hogy minden x € [a,b] esetén Fy(x)—
A bizonyitést az olvasé megtaldlhatja a [3] és [4] konyvekben.

Fogalmazzuk most meg a hatarozatlan integral fogalmat.

3.2. Definicié. Legyen [ olyan figgvény, amelynek van primitiv figgvénye az |a, b
intervallumon. Az f figgvény [a,b] intervallumhoz tartozd primitiv figgvényeinek
halmazdt az [ figguény hatdrozatlan integraljinak nevezzik és

/ f(@)dz

12
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Ha az I fiiggvény az f fiiggvény primitiv fliggvénye, akkor
/f(x)dx:{F($)+C’\C€R}:F(x)+0.

A kovetkezékben az a célunk, hogy meghatarozzuk a differenciaoperator inverz ope-
ratorat.

Legyen F(x) fiiggvény értelmezett minden x € (a, b) esetén és legyen AF(z) = f(z).
Nevezziik az ilyen tulajdonsagi F' fiiggvényt az f fliggvény A-primitiv fliggvényének,
s fogalmazzuk is ezt meg a kovetkezo definiciéban.

3.3. Definicié. Ha az F fiigguény értelmezett az |a,b] intervallumon és minden
x € [a,b] esetén AF(x) = f(x), akkor az F fiigguényt az f fiigguény A-primitiv
fliggvényének nevezziik az |a,b] intervallumon.

Nézziik most meg, hogy milyen viszonyban vannak egymassal az adott fiiggvényhez
tartozé A-primitiv fiiggvények. Kimondhaté a kovetkezé tétel:

3.2. Tétel. Ha az F\ és F» fiigguények az f figguény A-primitiv figgvényei az |a, b
intervallumon, akkor van olyan P 1-periodikus fiigguény, hogy minden x € [a, b] esetén
Fi(x) — Fy(x) = P(x).

Bizonyitds. Legyenek F' és G a f fliggvény A-primitiv fiiggvényei, azaz legyen

F) =Y f(x) & G@)=3 ).

Ekkor AF(x) = f(x) és AG(x) = f(z). EbbOl kovetkezik, hogy AF(z) — AG(x) = 0,
majd a differenciaoperator tulajdonsdgat alkalmazva A(F(x) — G(z)) = 0. Ekkor
F(z) — G(x) = P(z), ahol P 1-periodikus fiiggvény. ©

Megallapithatjuk tehat, hogy adott fliggvényhez tartozé A-primitiv fiiggvények leg-
feljebb egy 1-periodikus fiiggvényben kiilonboznek egymastol. Most pedig az adott
f(z) figgvényre keressiik az Gsszes lehetséges F'(x) A-primitiv fliggvények halmazat,
s ezt a kovetkez6 modon jeloljiik:

F(z)=A"f(x) vagy F(z)=>_ f(x).

fgy eljutottunk a hatarozatlan szumma, illetve hatarozatlan osszegzés fogalmahoz.
A differenciaszamitds hatdarozatlan szummaéja megfelel a differencidlszamitas hataro-
zatlan integraljanak. A fent megallapitottakbdél mar definialni tudjuk a differenciao-
perator inverz miiveletét, a hatarozatlan szummat.

3.4. Definicid. Legyen f olyan fiigguény, amelynek van A-primitiv fiigguénye az [a, b]
intervallumon. Az f fliggvény [a,b] intervallumhoz tartozé A-primitiv fliggvényeinek
halmazdt az f fiigguény hatdrozatlan szummdjdinak nevezzik és

> f@)
szimbolummal jeloljuik.
Ha AF(z) = f(x), akkor felirhat6 a kovetkezé:

Z f(z) ={F(z)+ P(x)| P(z) 1-periodikus fiiggvény}.
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3.2. Alaptulajdonsagok

A kovetkez6 harom tételben bemutatjuk a hatdrozatlan integral alapvetd tulajdon-
sagait. A bizonyitasokat kihagyjuk, de megtaldlhatéak a [3] és [4] kényvekben.

3.3. Tétel. Ha az [ figgvénynek van primitiv figguénye az [a,b] intervallumon és
c € R, akkor a cf figguénynek is van primitiv fiigguénye az adott intervallumon, és

/cf(x)dx = c/f(x)da;.

3.4. Tétel. Ha az f és g figguényeknek van primitiv figgvénye az [a,b] intervallu-
mon, akkor az f + g figgvénynek is van primitiv figgvénye az [a,b] intervallumon,
és

@+ gande = [ s+ [ gy

3.5. Tétel. Ha f és g folytonosan differencidlhatd figgvények az |a,b] intervallumon,
akkor az [a,b] intervallumon érvényes, hogy

/}@mmm:f@muwi/mw#uy

A kovetkez6 harom tételben bemutatjuk a hatdarozatlan szumma azon tulajdonsagait
amelyek az elébbi tulajdonsagok analogonjai.

3.6. Tétel. Ha az f figgvénynek van A-primitiv figguénye minden x € (a,b) esetén
és ¢ € R, akkor a cf figguénynek is van A-primitiv figguénye minden x € (a,b)

esetén, €s
S ef@) =Y fla).

Bizonyitds. Legyen most az F' az f fluggvény A-primitiv fiiggvénye, azaz legyen
AF(z) = f(x). Ekkor A(c- F(z)) =c-AF(z) = c- f(x), ezért

Zcf(x) =c- F(z)+ Pi(x),

ahol Pj(x) egy tetszileges 1-periodikus fiiggvény.
Ugyanakkor

> f@) = F(z)+ Py(w),
ahol Py(x) egy tetszileges 1-periodikus fiiggvény. Masfelol
¢ f@) =c- (F(x)+ Pay(z)) = c- F(x) + ¢ Py(a),
ahol ¢ - Py(x) egy tetszéleges 1-periodikus fiiggvény. ©

A bizonyitott allitas a 3.3. Tétel megfelel6je, s szépen illusztralja a fennéllé analégiat.
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3.7. Tétel. Ha az [ és g figgvényeknek van A-primitiv fliggvénye minden x € (a,b)
esetén, akkor az f + g figgvénynek is van A-primitiv figgvénye minden x € (a,b)

e S+ 9@) = 3 fa) + 3 (@)
Bizonyitds. Legyen AF(z) = f(x) és AG(x) = g(). Ekkor
A(F(z) +G(x)) = AF(z) + AG(z) = f(z) + g(x).
Az F(z) 4+ G(z) az f(z) + g(x) A-primitiv fiiggvénye. Igy
> (f(@) +g(x) = F(z) + G(z) + P(x),
ahol P(x) egy tetsz6leges 1-periodikus fiiggvény.

Masfel6l
> S )+ Pi(z) és > glx ) + Pa(z),

> f@) +Eg(x) = F(x) + G(x) + Pi(x) + Py(),
ahol Pj(x) 4+ Py(x) egy tetszbleges 1-periodikus fliggvény. <

vagyis

Ebben a tételben leirt allitas egyezést mutat a 3.4. Tétellel.

3.8. Tétel. Ha f és g folytonosan differencidlhaté figgvények az |a,b] intervallumon,
akkor az [a,b] intervallumon érvényes, hogy

Y f@)Ag(z) = fx)g(x) =Y gz +1)Af(x).
Bizonyitds. Az f és g fliggvény szorzatanak a differenciaja
A(f(z)-g(x)) = g(z +1)- Af(z) + f(x) - Ag(x).

Ekkor
f(z) Ag(z) = A(f(z) g(z)) —g(x + 1) - Af ().

Ha alkalmazzuk a hatdrozatlan szumma operatort a kovetkezot kapjuk:
> (f@) - Ag(w) = f(z) - g(x) = Y (9(x +1)- Af(x)).
<

Az itt bemutatott tétel a 3.5. Tétel parja a hatarozatlan Osszegzésre. Teljes analdgia
nem mondhaté ki, mivel a jobboldali masodik tagban g(x) helyett g(z + 1) szerepel,
és ez kisebb foku eltérésre utal a két operator tulajdonsagai kozott.
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3.3. Tablazatok

Ebben a részben bemutatjuk az elemi fiiggvények integraltablazatat, és az a célunk,
hogy hasonlét kézitstink a hatarozatlan szummara is. Az elemi fiiggvények integral-
téablazata:

L | fz)=a"n# -1 /f(a:)dw: G

f(z)dz =Inx
)dx = —cosx

fx
6. f(z) =coszx /f(x)dx =sinz

Most nézziik meg az elemi fliggvények hatarozatlan szummait.
1. A faktorialis polinomfliggvény hatarozatlan szummaja

l.(n+1)

Yz =
n+1’

n# —1

mert

(n)

n+1 -
Ez a polinomfiiggvény hatarozatlan integraljanak analogonja.
2. Az exponencialis fiiggvény hatarozatlan szumméja

a® a”
Z a® = , mivel A =a”.
a—1 a—1
Ez nagyon hasonlit az exponencialis fliggvény hatdrozatlan integraljahoz, mégsem

egyezik teljesen az alakjuk, kiilonboznek a nevezoben.
3. Ahogy mar bemutattuk

A2% = 2% ebbdl kivetkezik Z 2T — 9

Ez a tulajdonsig a hatdrozatlan integrélnal az e® fiiggvényre igaz. Az analdgia
itt olyan értelemben mondhaté ki, hogy létezik olyan exponencidlis fiiggvény, ami
onmagara képzodik integralas és Osszegzés soran.

4. A faktorialis polinomfiiggvény z(™ szumméja n = —1 esetén
1 1
—=v ivel AWU(r)=—.
E " (x), mive (x) "

1. : . .
Tehat az — fiiggvénynek is van hatérozatlan szummadja, és az integralashoz hasonléan
x

egy olyan fiiggvény az eredménye amely nem polinomfiiggvény. E tulajdonsag miatt

mondhaté analdgia az integral és a szumma koézott az — fliggvényre.
x
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A trigonometrikus fliggvények hatarozatlan szummajat mar nem olyan egyszert kiszamolni.
5. A szinusz fliggvény hatarozatlan szummaja

1
cos (x — =
Sinﬂf:—(—_lQ),
2-sm§
mivel
A 1 +1 1 5. g 1
— =) = — | - — =] =—-2-sinx -sin -
cos:zc2 cos:lc2 cos:c2 s:csz,
azaz )
Acos(z — =
sing = 2o —3)
2 -sin

2
6. A koszinusz fiiggvény hatarozatlan szummaéja

. 1
sin (x — =
S cosa = ST 3)
2-Sln§
mivel
1 1 1 1
A sin (x—é) = sin <x—|—§> — sin (x—§> :2-Cosx-sin§,
azaz 1
Asin (z — 3
cosx:—(- T 2)
2-sm§

A trigonometrikus fiiggvényeknél a hatarozatlan szumma nem mutat hasonlésagot a
hatarozatlan integral megfelel6 tulajdonsagéaval.

Az fent megallapitottakbdl elkészithetjiik elemi fliggvények szummatédblazatat:

x(n-i—l)
1. f(a:):x("),ngé—l Yf(x) = e
2 fla) =a* f(a) = ——
) =2 Sf(r) =2
L =t £f(a) = ¥(z)
5 flo)=sinz | Sf(x) = —C";iigf)
in(z — Iy
6. f(z) =cosx Ef(x):SZin)
2

Ha a két tablazatot megvizsgaljuk, lathatd, hogy teljes analégia nincs az elemi fligg-
vények integralasa és Osszegzése soran, viszont egy bizonyos szintig mégis egyezik
tobbségiik. Teljes eltérés csak a trigonometrikus fiiggvényekre mondhato ki.
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4. A hatarozott szumma

A hatéarozott integrél segitségével az f fliggvény grafikonja alatti teriiletet szamolja

az (a,b) intervallumon. Ezt
b
[ s

modon jeloljik. Ennek a kiszamitdsara a Newton-Leibniz formulat hasznéljuk, amely
a kovetkezd tételben van megfogalmazva.

4.1. Tétel. Ha f(x) folytonos az [a,b] intervallumon és F'(x) = f(x), akkor

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

A bizonyitast kihagyjuk, de az olvasé megtaldlhatja a [3] és [4] kdnyvekben.

Analég modon létezik a hatarozott szummara is hasonlé képlet, amellyel bizonyos
Osszegzések konnyen elvégezhetok. Definidljuk most a

O(x) =) flx)

fiiggvényt. Ekkor A®(z) = f(z) vagyis ®(x + 1) — ®(z) = f(x). Helyettesitsiik
be sorban z helyére az a, a 4+ 1, ..., a +n — 1 értékeket, majd Osszegezziik a kapott
egyenloségek bal és jobb oldalait. Ekkor

Pla+n—1)—Pa+n+2)= fla+n—2),
Pla+n)—Pla+n+1)=fla+n—1),
majd elvégezve az Gsszegzést,

a+n—1

S fl@) = B(a+n) - D).

Az igy kapott eredmény megfogalmazhaté a kovetkezo tételben.

4.2. Tétel. Ha f(x) értelmezett az [a,b] intervallumon és AF(z) = f(x), akkor
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Bizonyitds. A bizonyitas a fent leirtakbol kovetkezik. ©

A hatarozott szumma eredménye Osszegzés, mig a hatdrozott integral segitségével
teriileteket tudunk kiszamolni. Ebben nem hasonlitanak, viszont maga a kiszdmitasi
maddszer nagyfoki analdgidt mutat.

A hatarozott szumma segitségével olyan Osszegzéseket oldhatunk meg, amelyeket més
modszerrel bonyolult lenne, vagy tovabb tartana. Ezt mutatja be a kovetkez6 néhany

példa.
4.1. Példa. Szamoljuk ki a 1 +2 4 --- + N sor Osszegét!

al al AN @YY NN+ 1)
1424 ...+ N = — w_r_ S S S S e
+24- 4 N=) =) 2 7|, |, 5
=1 r=1
4.2. Példa. Szamoljuk ki az 1 —2+4+3 —4 45— -+ — 2012 sor Osszegét!
2013

1-243—-=2012=-> (-1)"-z=— (%(—1)”1@— %))

1 1 11
=— (5(—1)2014 (2013 — 5) -5 5) = —1006

4.3. Példa. Bizonyitsuk be, hogy

1

S
—

1 _1-2n?
(22 —1)(2z + 1)(2z +3)  24n2—6

1

T

n—1 1

= 1
; (22— )2z +1)(22+3) 8

Zx-am—( 1)2,|a|<1
- T __ 1 . Ooﬁ. a — a® = 1 OO;L' a® =
;5” S P 2 (a=1) @=1) 2; A
1 i ooam_H B 1 Yy ax+1 oo _
:(CL 1)<JZCL|1 ; )_(CL—]_)( CL—]_l)
1 a® a
:(a—l)(_a+a—1)_(a—1)2



5. Osszegzés

Dolgozatom irasa soran az volt a célom, hogy kivizsgaljam a hasonlésagokat és el-
téréseket a differencidloperéator és differenciaoperéator tulajdonségai kozott. Megalla-
pithaté, hogy a két operator sok hasonlésdgot mutat, de bizonyos esetekben teljesen
eltérd is lehet a viselkedésiik.

A legnagyobb hasonlésdg az operatorok és az antioperatorok tulajdonsdgainal fedez-
het6 fel, ahol egyes szabalyok teljesen megegyeznek, vagy csak egy kicsiben térnek el
egymastol. Az elemi fiiggvények egy részének vizsgalatanal is fellelhetd az analdgia,
de itt teljes egyezést nem talalunk. A hasonlésagok eléréséhez néhol 1j fiiggvényeket
kellett bevezetniink, mint amilyen a faktoridlis polinomfliggvény és a ¥ fiiggvény.
A Taylor-polinomnak is 1étezik parja a differenciaoperatort alkalmazva, a Newton-
polinom. E két polinom kozott is nagy mértékii egyezés lelheto. A hatarozott integral
és hatarozott szumma esetében a kiszamitasi modszereiknél jelentkezik az analdgia,
de a jelentésiik mar annal inkabb kiillonbozik.

Nagy oromot jelentett a szamomra, hogy megismerkedhettem a dolgozatban bemu-
tatott 4j fogalmakkal és azok kiilonleges tulajdonsagaival. Remélem, hogy a jovében
még sok hasonl6 kihivas var ram.
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