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1. Bevezető

1.1. Történeti áttekintés

Dolgozatom célja a differenciáloperátor és a kevésbé ismert differenciaoperátor össze-
hasonĺıtása volt. A differenciaoperátor tanulmányozása még a XVII. században kez-
dődött. BROOK TAYLOR (1685-1731) volt az első aki a ”The Method of Incre-
ments” ćımű könyvében foglalkozott a differenciaszámı́tással 1715-ben. 1759-ben
JOSEPH LUIS LAGRANGE (1736-1813) oldott lineáris, változó együtthatós dif-
ferenciaegyenleteket. Ezeket az eredményeket PIERRE SIMON LAPLACE (1749-
1827) általánośıtotta az 1774-ben és 1776-ban kiadott munkáiban. LEONHARD EU-
LER (1707-1783) 1755-ben az ”Institutiones calculi differentialis” ćımű munkájában
foglalkozik a véges differenciák elméletével, valamint ő vezette be a ∆ jelet a diffe-
renciára. A differenciaszámı́tás problémáival foglalkozott még NICOLAS DE CON-
DORCET (1743-1794), GASPARD MONGE (1746-1818) és sokan mások. Ismert
GEORGE BOOLE (1815-1864) könyve a ”Calculus of Finite Differences” 1860-ból,
ami formális analógiát mutat a differenciaszámı́tás és differenciálszámı́tás között.
Fontos még LOUIS MELVILLE MILNE-THOMSON (1891-1974) ”The Calculus of
Finite Differences” 1933-ban kiadott könyve, valamint CHARLES JORDAN ”Calcu-
lus of Finite Differences” könyve 1939-ből.

1.2. A munka célja

Munkám célja az volt, hogy kivizsgáljam a differenciáloperátor és a differenciaoperátor
közötti analógiát, kiemeljem a köztük levő jellegzetes hasonlóságokat, valamint fel-
h́ıvjam a figyelmet a lényeges különbözőségre. A 2. fejezetben ezzel a két operátorral
foglalkoztam. Az 2.1. alfejezetben bevezettem a velük kapcsolatos alapfogalmakat,
a 2.2. alfejezetben pedig felsoroltam a tulajdonságaikat. A differenciaoperátor tu-
lajdonságainak a bizonýıtásait én vezettem le, mivel az általam használt irodalom-
ban nem voltak benne. A 2.3. alfejezetben található két táblázatban az elemi
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függvények differenciáljait és differenciáit soroltam fel, kiemelve a hasonlóságokat és
az eltéréseket. Az elemi függvények differenciáit szintén én számoltam ki. A negyedik
alfejezetben a Taylor-polinomot definiáltam, valamint egy vele analóg polinomot, a
Newton-polinomot, amelyben a differenciáloperátor helyett a differenciaoperátor je-
lenik meg. Itt található egy példa is, amely részletesen szemlélteti a Taylor-polinom
és a Newton-polinom közötti szép analógiát. A 3. fejezetben a differenciáloperátor
inverzét, a határozatlan integrált vezettem be, valamint a differenciaoperátor in-
verzét, a határozatlan összeget, illetve határozatlan szummát. A 3.1. alfejezetben
definiáltam ezeket a fogalmakat. A 3.2. alfejezetben felsoroltam az inverz operátorok
tulajdonságait, s szintén elvégeztem az összehasonĺıtást. A harározatlan szumma
tulajdonságainak bizonýıtását én vezettem le. A 3.3. alfejezetben két táblázatban
foglaltam össze az elemi függvények integráljait és szummáit. A 4. fejezetben a
határozott integrállal és a határozott szummával foglalkoztam, valamint bemutattam
alkalmazási lehetőségeiket.
Feladatom a dolgozat ı́rása során az volt, hogy bebizonýıtsam azokat a tételeket,
melyeknek bizonýıtását nem találtam meg a tanulmányozott irodalomban, elvégezzem
az összehasonĺıtásokat, kiemeljem a jellegzetes különbségeket, valamint hogy szemlél-
tető példákkal illusztráljam ezeket.

2. A differenciaoperátor

2.1. Alapfogalmak

Először definiáljuk a differenciáloperátort.

2.1. Defińıció. Azt a függvényt, mely az (a, b) intervallum minden pontjához az
f adott pontbeli deriváltját rendeli hozzá, az f függvény deriváltfüggvényének, vagy
röviden deriváltjának nevezzük és Df vagy df

dx
módon jelöljük, s ı́gy

Df(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
, x ∈ (a, b)

Ha elhagyjuk a limeszt, és ha h = 1 értéket veszünk, akkor a

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x)

operátort kapjuk, s ezt nevezzük differenciaoperátornak, melynek definiálása a követ-
kezőképpen történik.

2.2. Defińıció. Azt a függvényt, mely az (a, b) intervallum minden pontjához az f
adott pontbeli differenciáját rendeli hozzá, az f függvény differenciafüggvényének, vagy
röviden differenciájának nevezzük és ∆f módon jelöljük, s ı́gy

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x), x ∈ (a, b).
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∆f(x) mindig létezik, ha a függvény értelmezett, de Df(x) nem mindig. Nézzük meg,

mi történik, ha h ̸= 1. Ebben az esetben az
f(x+ h)− f(x)

h
törtben vezessük be az

x =
x

h
változót és az f(

ξ

h
) =

1

h
f(ξ) függvényt. Ekkor

1

h
· f(x+ h) = f

(
x+ h

h

)
= f

(x
h
+ 1

)
= f(x+ 1)

és

∆hf(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
=

1

h
· f(x+ h)− 1

h
· f(x) = f(x+ 1)− f(x)

Emiatt elegendő, ha a ∆f(x) operátor tulajdonságait csak h = 1 esetében bizonýıtjuk,
hiszen ezek h ̸= 1-re is érvényesek lesznek.

2.2. Alaptulajdonságok

A következő öt tétel a differenciáloperátor alapvető tulajdonságait foglalja össze. A
tételek bizonýıtásai közismertek, ezért elhagyhatók, de az olvasó megtekintheti őket
a [3] és [4] könyvekben.

2.1. Tétel. Ha az f függvény differenciálható az x pontban, akkor a c · f függvény is
differenciálható az x pontban, ahol c tetszőleges konstans, és

D (c · f(x)) = c ·Df(x).

2.2. Tétel. Ha az f és g függvények differenciálhatók az x pontban, akkor f + g
összegük is differenciálható az x pontban, és

D (f(x) + g(x)) = Df(x) +Dg(x).

2.3. Tétel. Ha az f és g függvények differenciálhatók az x pontban, akkor f · g
szorzatuk is differenciálható az x pontban és érvényes, hogy:

D (f(x) · g(x)) = g(x) ·Df(x) + f(x) ·Dg(x).

2.4. Tétel. Ha az f és g függvények differenciálhatók az x pontban és g(x) ̸= 0,

akkor a függvények
f

g
hányadosa is differenciálható az x pontban és érvényes, hogy:

D

(
f(x)

g(x)

)
=

g(x) ·Df(x)− f(x) ·Dg(x)

g2(x)
.

2.5. Tétel. Ha az g függvény differenciálható az x pontban és f differenciálható a
g(x) pontban, akkor a függvények f ◦ g kompoźıciója is differenciálható az x pontban
és érvényes, hogy:

D ((f ◦ g)(x)) = Df(g(x)) = Df(g(x)) ·Dg(x).
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A következő négy tételben a differenciaoperátor azon tulajdonságai következnek, ame-
lyek a 2.1. Tételben, 2.2. Tételben, 2.3. Tételben és 2.4. Tételben közölt, a differ-
enciáloperátorra vonatkozó tulajdonságok analogonjai.

2.6. Tétel. Ha az f függvény értelmezett az x pontban, akkor a c · f függvény is
értelmezett az x pontban, ahol c tetszőleges konstans, és

∆(c · f(x)) = c ·∆f(x).

Bizonýıtás. Legyen F (x) = c · f(x). Ekkor

∆ (c · f(x)) = ∆F (x) = F (x+ 1)− F (x) = c · f(x+ 1)− c · f(x) =

= c · (f(x+ 1)− f(x)) = c ·∆f(x).

⋄
Az ebben a tételben léırt differenciaoperátorra vonatkozó tulajdonság teljes egészében
a 2.1. Tételben léırt, differenciáloperátorra vonatkozó tulajdonság megfelelője.

2.7. Tétel. Ha az f és g függvények értelmezettek az x pontban, akkor f+g összegük
is értelmezett az x pontban, és

∆(f(x) + g(x)) = ∆f(x) + ∆g(x).

Bizonýıtás. Legyen F (x) = f(x) + g(x). Ekkor

∆ (f(x) + g(x)) = ∆F (x) = F (x+1)−F (x) = f(x+1)+ g(x+1)− (f(x)+ g(x)) =

= (f(x+ 1)− f(x)) + (g(x+ 1)− g(x)) = ∆f(x) + ∆g(x).

⋄
A differenciaoperátor e tulajdonsága szintén teljes egészében megegyezik a differen-
ciáloperátor 2.2. Tételben kimondott tulajdonságával.

2.8. Tétel. Ha az f és g függvények értelmezettek az x pontban, akkor f ·g szorzatuk
is értelmezett az x pontban és érvényes, hogy:

∆(f(x) · g(x)) = g(x) ·∆f(x) + f(x+ 1) ·∆g(x).

Bizonýıtás. Legyen F (x) = f(x) · g(x). Ekkor

∆ (f(x) · g(x)) = ∆F (x) = F (x+ 1)− F (x) = f(x+ 1) · g(x+ 1)− f(x) · g(x) =

= f(x+ 1) · g(x+ 1)− f(x) · g(x)± f(x+ 1) · g(x) =
= g(x) · (f(x+ 1)− f(x)) + f(x+ 1) · (g(x+ 1)− g(x)) =

= g(x) ·∆f(x) + f(x+ 1) ·∆g(x).

⋄
A fenti tétel a 2.3. Tétel megfelelője. Az analógia itt is erőteljes, de láthatóan a
jobboldali első tagban f(x) helyett f(x+1) szerepel, s ez már egy fajta különbözőséget
jelent.
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2.9. Tétel. Ha az f és g függvények értelmezettek az x pontban és g(x) ̸= 0, akkor

a függvények
f

g
hányadosa is értelmezett az x pontban és érvényes, hogy:

∆
f(x)

g(x)
=

g(x) ·∆f(x)− f(x) ·∆g(x)

g(x) · g(x+ 1)
, g(x) · g(x+ 1) ̸= 0.

Bizonýıtás. Legyen F (x) =
f(x)

g(x)
. Ekkor

∆
f(x)

g(x)
= ∆F (x) = F (x+ 1)− F (x) =

f(x+ 1)

g(x+ 1)
− f(x)

g(x)
=

=
g(x) · f(x+ 1)− f(x) · g(x+ 1)± f(x) · g(x)

g(x+ 1) · g(x)
=

=
g(x) · (f(x+ 1)− f(x))− f(x) · (g(x+ 1)− g(x))

g(x+ 1) · g(x)
=

=
g(x) ·∆f(x)− f(x) ·∆g(x)

g(x+ 1) · g(x)
⋄

Ez a tétel a 2.4. Tétel analogonja. A kapott tulajdonság a differenciáloperátor tu-
lajdonságára hasonĺıt, de a nevezőben g(x) helyett megjelenő g(x + 1) tényező már
szintén egy kisebb fokú különbözőségre utal.

A következő példa egy racionális törtfüggvény differenciájának kiszámı́tását be.

2.1. Példa. Ha f(x) = x− 3 és g(x) = x+ 2, x ̸= −2 akkor

∆

(
x− 3

x+ 2

)
= ∆

f(x)

g(x)
=

g(x)∆f(x)− f(x)∆g(x)

g(x)g(x+ 1)
=

=
(x+ 2)(x− 3 + 1− x+ 3)− (x− 3)(x+ 2 + 1− x− 2)

(x+ 2)(x+ 3)
=

=
x+ 2− x+ 3

(x+ 2)(x+ 3)
=

5

(x+ 2)(x+ 3)
, x ̸= −3.

A differenciáloperátornak vannak olyan tulajdonságai is, amelyeknek nem létezik
megfelelője, azaz lényeges analogonja a differenciaoperátorok körében. Ilyen például a
2.5. Tételben bemutatott, összetett függvény differenciáljára vonatkozó tulajdonság,
amelynek differenciájára hasonló tulajdonság nem mondható ki.

Ismert, hogy a differenciáloperátor esetében definiálhatjuk a második differenciálope-
rátort is a következőképpen:

D2f(x) = D(Df(x)),
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vagyis mint a függvény első differenciáljának differenciálját. Ennek megfelelően defi-
niálhatjuk a ∆2f(x) második differenciaoperátort is, mint a függvény első differ-
enciájának differenciáját, amely kifejtés után a következőt adja:

∆2f(x) = ∆(∆f(x)) = ∆(f(x+ 1)− f(x)) = ∆f(x+ 1)−∆f(x) =

= f(x+ 2)− f(x+ 1)− f(x+ 1) + f(x) = f(x+ 2)− 2 · f(x+ 1) + f(x).

Mint ahogy adott n természetes szám esetén a függvény n-edik differenciálja kiszámolható
az (n− 1)-edik differenciál seǵıtségével, mégpedig, mint

Dnf(x) = D(Dn−1f(x)),

ugyańıgy megadható a függvény n-edik differenciája is az (n − 1)-edik differencia
seǵıtségével eképpen:

∆nf(x) = ∆(∆n−1f(x)).

Az n-edik differenciálig és az n-edik differenciáig ugyanolyan módon jutunk el, ez a
tulajdonság is azonos mindkét operátornál.

2.3. Táblázatok

Ebben a fejezetben bemutatjuk az elemi függvények deriváltáblázatának egy részét és
az a célunk, hogy az elemi függvények differenciáira is feĺırjunk megfelelő táblázatot.

Az elemi függvények deriválttáblázata:

1. f(x) = c, c = const. f ′(x) = 0
2. f(x) = xn f ′(x) = n · xn−1

3. f(x) = ax f ′(x) = ax · ln a
4. f(x) = ex f ′(x) = ex

5. f(x) = ln x f ′(x) =
1

x
6. f(x) = sinx f ′(x) = cosx
7. f(x) = cosx f ′(x) = − sin x

1. Ha f(x) = c, akkor

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x) = c− c = 0.

Megállaṕıtható tehát, hogy a konstans függvény differenciálja és differenciája meg-
egyezik, vagyis mindkettő 0. Másfelöl viszont ∆f(x) = 0 teljesül minden 1-periodikus
valós függvény esetén is, azaz a differenciaoperátor minden 1-periodikus függvényt is a
0-ra képez, amely tulajdonság alapvetően különbözik a differenciáloperátor megfelelő
tulajdonságától.

2. Ha f(x) = xn, akkor
∆f(x) = (x+ 1)n − xn,

ami nem mutat semmiféle hasonlóságot az f(x) = xn függvény deriváltjával.
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Ahhoz, hogy analógiát tudjunk mutatni szükségünk lesz egy másik függvényre, a
faktoriális függvényre. A faktoriális függvény alakja

x(n) = x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n+ 1).

Ha x = n, n(n) = n!, ami már ismert. Könnyen beláthatók a faktoriális függvény
következő tulajdonságai:

x(m+n) = x(m)(x−m)(n) = x(n)(x− n)(m), x(0) = 1, x(−n) =
1

(x+ n)(n)
.

E tulajdonságok levezetéseit az olvasó megtekintheti a [1] és [2] könyvekben.
Tekintsük most azt az esetet, ha f(x) = x(n). Ekkor

∆f(x) = (x+ 1)(n) − x(n) = (x+ 1)x . . . (x− n+ 2)− x(x− 1) . . . (x− n+ 1) =

(x+ 1− x+ n− 1) (x(x− 1) . . . (x− n+ 2)) = n · x(n−1),

ami már szép analógiát mutat a polinomfüggvény deriváltjával.

3. Ha f(x) = ax, akkor

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x) = ax+1 − ax = (a− 1) · ax,

amely nem teljes egészében ugyanaz, de hasonĺıt az exponenciális függvény deriváltjára.

4. Az a = e speciális esetben az exponenciális függvénynek van egy fantasztikus
tulajdonsága, mégpedig az, hogy ez a függvény a differenciáloperátor alkalmazásával
önmagára képződik, azaz (ex)′ = ex. A differenciaoperátor esetében is létezik egy
olyan függvény amely önmagára képződik, mégpedig a a = 2 speciális exponenciális
függvény, azaz f(x) = 2x. Ebben az esetben

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x) = 2x+1 − 2x = (2− 1) · 2x = 2x.

5. A logaritmusfüggvény esetében nem olyan könnyű analógiát találni, mivel

∆ ln(x) = ln(x+ 1)− ln(x) = ln
x+ 1

x
,

ami eltér a logaritmusfüggvény deriváltjától. Ha analógiát szeretnénk találni, szük-
ségünk lesz egy új függvényre. Bevezetjük a Ψ függvényt, amelyet a Γ függvény
seǵıtségével definiálunk, mégpedig

Ψ(x) = D ln Γ(x).

A Γ függvény alakja

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt,

s érvényes rá, hogy Γ(x+ 1) = x · Γ(x). Ekkor

∆Ψ(x) = ∆(D ln Γ(x)) = D(∆ ln Γ(x)) = D(ln Γ(x+ 1)− ln Γ(x)) =
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= D(ln
Γ(x+ 1)

Γ(x)
) = D(ln

xΓ(x)

Γ(x)
) = D lnx =

1

x
.

Vagyis a Ψ függvény differenciája megegyezik a logaritmusfüggvény differenciáljával.

A trigonometrikus függvények differenciái is megadhatók.

6. Ha f(x) = sinx akkor

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x) = sin(x+ 1)− sin x =

= 2 · sin
(
x+ 1− x

2

)
· cos

(
x+ 1 + x

2

)
=

2 · sin 1

2
· cos

(
x+

1

2

)
.

7. Ha f(x) = cosx akkor

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x) = cos(x+ 1)− cos x =

= −2 · sin
(
x+ 1 + x

2

)
· sin

(
x+ 1− x

2

)
=

2 · sin 1

2
· sin

(
x+

1

2

)
.

Ebben az esetben az az érdekes, hogy a sin és cos függvények nem egymás differenciái,
mint ahogyan az a differenciálásuk során történik.

Az ı́gy megadott függvények differenciáiból elkésźıthető az elemi függvények differen-
ciáinak táblázata.

1. f(x) = c, c = const. ∆f(x) = 0

2. f(x) = x(n) ∆f(x) = n · x(n−1)

3. f(x) = ax ∆f(x) = ax · (a− 1)
4. f(x) = 2x ∆f(x) = 2x

5. f(x) = Ψ(x) ∆f(x) =
1

x

6. f(x) = sinx ∆f(x) = 2 · sin 1

2
· cos(x+

1

2
)

7. f(x) = cosx ∆f(x) = −2 · sin 1

2
· sin(x+

1

2
)

A táblázatokba csak ez a pár függvény került, amelyeknek bizonýıtása a fentiekben
adott és amelyek a differenciáloperátorral való analógia szempontjából relevánsak.

2.2. Példa. Számoljuk ki az f(x) = ax függvény n-edik differenciáját. Az első
differencia

∆ax = (a− 1)ax.

A második differencia

∆(∆ax) = ∆((a− 1)ax) = (a− 1)∆ax = (a− 1)2ax.
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A harmadik differencia

∆(∆2ax) = ∆((a− 1)2ax) = (a− 1)2∆ax = (a− 1)3ax.

A fent léırtakból már könnyen levonható az a következtetés, hogy az f(x) függvény
n-edik differenciája

∆nax = ∆(∆ · · · (∆ax) · · · ) = (a− 1)nax.

2.4. Taylor-polinom és Newton-polinom

Most két polinom defińıciója következik, amelyeket a differenciáloperátor és differen-
ciaoperátor seǵıtségével adunk meg adott függvényre és amelyek a megadott függvé-
nyeket közeĺıtik meg adott pontokban.

2.3. Defińıció. Legyen az f függvény az x = x0 helyen legalább n-szer differenciál-
ható. Ekkor a

Tn(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

polinomot az f függvény x = x0 helyhez tartozó n-edfokú Taylor-polinomjának nevez-
zük.

Ha n elég nagy, akkor a Tn polinom az x = x0 hely környezetében jól közeĺıti az f
függvényt.

Ahhoz, hogy a Taylor-polinomnak megfelelő polinomot tudjunk definiálni differen-
ciaoperétorok seǵıtségével, szükségünk van ismét a faktoriális függvényre. A fak-
toriális polinom függvény alakja a következő:

f(x) = a0x
(n) + a1x

(n−1) + · · ·+ an−1x
(1) + an.

Ha x = 0 akkor f(0) = an.
Vegyük az f(x) függvény első differenciáját. Ekkor a következőt kapjuk:

∆f(x) = n · a0x(n−1) + (n− 1) · a1x(n−2) + · · ·+ an−1.

A kapott függvény értéke a 0 pontban ∆f(0) = an−1.
Most tekintsük az f(x) függvény második differenciáját. Ennek az eredménye:

∆2f(x) = n · (n− 1) · a0x(n−2) + (n− 1) · (n− 2) · a1x(n−3) + · · ·+ 2 · 1 · an−2.

Ha x = 0 akkor ∆2f(0) = 2! · an−2.
Folytatva ezt az eljárást (n− 2)-szer, az n-edik differencia:

∆nf(x) = n!a0.

Ha x = 0 akkor ∆nf(0) = n!a0.
Az igy kapott értékeket behelyetteśıtve a faktoriális polinom függvénybe adódik, hogy

f(x) = f(0) + ∆f(0)x(1) +∆2f(0)
x(2)

2!
+ · · ·+∆nf(0)

x(n)

n!

Az ı́gy kapott formula az úgynevezett Newton formula, s most definiálhatjuk a Newton-
polinomot.
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2.4. Defińıció. Legyen az f függvény az x = 0 helyen értelmezett. Ekkor az

Nn(x) = f(0) + ∆f(0)x(1) +∆2f(0)
x(2)

2!
+ · · ·+∆nf(0)

x(n)

n!

polinomot az f függvény x = 0 helyhez tartozó n-edfokú Newton-polinomjának nevez-
zük.

Az előbbiekből látható, hogy mindkét operátor seǵıtségével a függvényekre feĺırható
olyan polinom, amely megközeĺıti a függvényeket az adott környezet pontjaiban, és
ez a két polinom nagyon hasonló módon számı́tható ki, és az alakjuk is hasonĺıt
egymásra. A következő példa is ezt mutatja be.

2.3. Példa. A Taylor-polinom seǵıtségével bizonýıtsuk be, hogy

ex ≈ 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+ · · · x

n

n!
.

Ehhez szükségünk lesz az ex függvény deriváltjaira a 0 pontban. Mivel az ex függvény
deriváltja önmaga, ezért

f(0) = f ′(0) = · · · = f (n)(0) = e0 = 1.

Az ı́gy kapott értékeket csak be kell helyetteśıteni a Taylor-polinomba a fent léırt
módon, és azt kapjuk, amit bizonýıtani szerettünk volna:

ex ≈ 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+ · · · x

n

n!
.

A következő ábrán az ex függvény grafikonja láthaó kék sźınnel, elsőfokú Taylor-poli-
nomja sárgával, másodfokú Taylor-polinomja pirossal, harmadfokú Taylor-polinomja
zöldel és negyedfokú Taylor-polinomja lila sźınnel.

1. ábra
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Az itt található táblázatban az ex függvény értékei találhatóak 6 pontra kiszámı́tva,
valamint az elsőfokú, másodfokú, harmadfokú és negyedfokú Taylor-polinomjainak
értékei ugyanezekre a pontokra. Ezzel a táblázattal szeretnénk szemlélteni a Taylor-
polinom függvényközeĺıtő tulajdonságát, valamint, hogy minél nagyobb fokú a poli-
nom, annál jobb a közeĺıtés.

Függvények / pontok -0.5 -0.2 0 0.2 0.5 1
ex 0.60653 0.81873 1 1.2214 1.64872 2.71828
x+ 1 0.5 0.8 1 1.2 1.5 2
1

2
x2 + x+ 1 0.625 0.82 1 1.22 1.625 2.5

1

6
x3 +

1

2
x2 + x+ 1 0.60417 0.81867 1 1.22133 1.64583 2.66667

1

24
x4 +

1

6
x3 +

1

2
x2 + x+ 1 0.60677 0.81873 1 1.2214 1.64844 2.70833

2.4. Példa. A Newton-polinom seǵıtségével bizonýıtsuk be, hogy

2x ≈ 1 + x(1) +
x(2)

2!
+

x(3)

3!
+ · · · x

(n)

n!
.

Ehhez szükségünk lesz az f(x) = 2x függvény differenciájára a 0 pontban. Mivel a
f(x) = 2x függvény differenciája önmaga, ezért

f(0) = ∆f(0) = · · · = ∆f(0) = 20 = 1.

Az ı́gy kapott értékeket csak be kell helyetteśıteni a Newton-polinomba a fent léırt
módon, és azt kapjuk, amit bizonýıtani szerettünk volna:

2x ≈ 1 + x(1) +
x(2)

2!
+

x(3)

3!
+ · · · x

(n)

n!
.

Az itt látható ábrán a 2x függvény grafikonja látható lila sźınnel. Elsőfokú Newton-
polinomja zöld sźınnel, másodfokú Newton-polinomja kékkel, harmadfokú Newton-
polinomja pirossal és negyedfokú Newton-polinomja sárgával.

2. ábra
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A következő táblázatban az 2x függvény értékei vannak 7 pontra kiszámı́tva, valamint
az elsőfokú, másodfokú, harmadfokú és negyedfokú Newton-polinomjainak értékei
ugyanezekre a pontokra. Ezzel a táblázattal szeretnénk szemlélteni a Newton-polinom
függvényközeĺıtő tulajdonságát, valamint, hogy minél nagyobb fokú a polinom, annál
jobb a közeĺıtés.

Függvények / pontok -1 -0.5 -0.2 0 0.2 0.5 1
2x 0.5 0.70711 0.87055 1 1.14870 1.41421 2
x+ 1 0 0.5 0.8 1 1.2 1.5 2
x2 + x+ 2

2
1 0.875 0.92 1 1.12 1.375 2

x3 + 5x+ 6

6
0 0.5625 1.032 1 1.03467 1.4375 2

x4 − 4x3 + 11x2 + 14x+ 24

24
1 0.83594 0.9024 1 1.1344 1.39844 2

A két példát megvizsgálva arra a következtetésre jutunk, hogy mind a Taylor-poli-
nomot, mind a Newton-polinomot függvényközeĺıtésre használjuk, a Taylor-polinom
gyorsabban és pontosabban közeĺıti a függvényt.

3. A határozatlan szumma

3.1. Alapfogalmak

Az eddigiekben bemutatásra került a differenciáloperátor és a differenciaoperátor,
melyek az adott f függvényhez hozzárendelték a Df és ∆f függvényeket. A továb-
biakban a ford́ıtott problémát tanulmányozzuk, mi történik ha adott a Df és ∆f ,
és keressük az f függvényt. A következő defińıciókban és a tételben bemutatjuk a
differenciáloperátor inverz műveletét, a határozatlan integrált.

3.1. Defińıció. Ha az F függvény differenciálható az [a, b] intervallumon és min-
den x ∈ [a, b] esetén F ′(x) = f(x), akkor az F függvényt az f függvény primit́ıv
függvényének nevezzük az [a, b] intervallumon.

3.1. Tétel. Ha az F1 és F2 függvények az f függvény primit́ıv függvényei az [a, b]
intervallumon, akkor van olyan C valós állandó, hogy minden x ∈ [a, b] esetén F1(x)−
F2(x) = C.

A bizonýıtást az olvasó megtalálhatja a [3] és [4] könyvekben.
Fogalmazzuk most meg a határozatlan integrál fogalmát.

3.2. Defińıció. Legyen f olyan függvény, amelynek van primit́ıv függvénye az [a, b]
intervallumon. Az f függvény [a, b] intervallumhoz tartozó primit́ıv függvényeinek
halmazát az f függvény határozatlan integráljának nevezzük és∫

f(x)dx

szimbólummal jelöljük.
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Ha az F függvény az f függvény primit́ıv függvénye, akkor∫
f(x)dx = {F (x) + C |C ∈ R} = F (x) + C.

A következőkben az a célunk, hogy meghatározzuk a differenciaoperátor inverz ope-
rátorát.
Legyen F (x) függvény értelmezett minden x ∈ (a, b) esetén és legyen ∆F (x) = f(x).
Nevezzük az ilyen tulajdonságú F függvényt az f függvény ∆-primit́ıv függvényének,
s fogalmazzuk is ezt meg a következő defińıcióban.

3.3. Defińıció. Ha az F függvény értelmezett az [a, b] intervallumon és minden
x ∈ [a, b] esetén ∆F (x) = f(x), akkor az F függvényt az f függvény ∆-primit́ıv
függvényének nevezzük az [a, b] intervallumon.

Nézzük most meg, hogy milyen viszonyban vannak egymással az adott függvényhez
tartozó ∆-primit́ıv függvények. Kimondható a következő tétel:

3.2. Tétel. Ha az F1 és F2 függvények az f függvény ∆-primit́ıv függvényei az [a, b]
intervallumon, akkor van olyan P 1-periodikus függvény, hogy minden x ∈ [a, b] esetén
F1(x)− F2(x) = P (x).

Bizonýıtás. Legyenek F és G a f függvény ∆-primit́ıv függvényei, azaz legyen

F (x) =
∑

f(x) és G(x) =
∑

f(x).

Ekkor ∆F (x) = f(x) és ∆G(x) = f(x). Ebből következik, hogy ∆F (x)−∆G(x) = 0,
majd a differenciaoperátor tulajdonságát alkalmazva ∆(F (x) − G(x)) = 0. Ekkor
F (x)−G(x) = P (x), ahol P 1-periodikus függvény. ⋄
Megállaṕıthatjuk tehát, hogy adott függvényhez tartozó ∆-primit́ıv függvények leg-
feljebb egy 1-periodikus függvényben különböznek egymástól. Most pedig az adott
f(x) függvényre keressük az összes lehetséges F (x) ∆-primit́ıv függvények halmazát,
s ezt a következő módon jelöljük:

F (x) = ∆−1f(x) vagy F (x) =
∑

f(x).

Így eljutottunk a határozatlan szumma, illetve határozatlan összegzés fogalmához.
A differenciaszámı́tás határozatlan szummája megfelel a differenciálszámı́tás határo-
zatlan integráljának. A fent megállaṕıtottakból már definiálni tudjuk a differenciao-
perátor inverz műveletét, a határozatlan szummát.

3.4. Defińıció. Legyen f olyan függvény, amelynek van ∆-primit́ıv függvénye az [a, b]
intervallumon. Az f függvény [a, b] intervallumhoz tartozó ∆-primit́ıv függvényeinek
halmazát az f függvény határozatlan szummájának nevezzük és∑

f(x)

szimbólummal jelöljük.

Ha ∆F (x) = f(x), akkor feĺırható a következő:∑
f(x) = {F (x) + P (x) |P (x) 1-periodikus függvény}.
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3.2. Alaptulajdonságok

A következő három tételben bemutatjuk a határozatlan integrál alapvető tulajdon-
ságait. A bizonýıtásokat kihagyjuk, de megtalálhatóak a [3] és [4] könyvekben.

3.3. Tétel. Ha az f függvénynek van primit́ıv függvénye az [a, b] intervallumon és
c ∈ R, akkor a cf függvénynek is van primit́ıv függvénye az adott intervallumon, és∫

cf(x)dx = c

∫
f(x)dx.

3.4. Tétel. Ha az f és g függvényeknek van primit́ıv függvénye az [a, b] intervallu-
mon, akkor az f + g függvénynek is van primit́ıv függvénye az [a, b] intervallumon,
és ∫

(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx.

3.5. Tétel. Ha f és g folytonosan differenciálható függvények az [a, b] intervallumon,
akkor az [a, b] intervallumon érvényes, hogy∫

f(x)dg(x) = f(x)g(x)−
∫

g(x)df(x).

A következő három tételben bemutatjuk a határozatlan szumma azon tulajdonságait
amelyek az előbbi tulajdonságok analogonjai.

3.6. Tétel. Ha az f függvénynek van ∆-primit́ıv függvénye minden x ∈ (a, b) esetén
és c ∈ R, akkor a cf függvénynek is van ∆-primit́ıv függvénye minden x ∈ (a, b)
esetén, és ∑

cf(x) = c
∑

f(x).

Bizonýıtás. Legyen most az F az f függvény ∆-primit́ıv függvénye, azaz legyen
∆F (x) = f(x). Ekkor ∆(c · F (x)) = c ·∆F (x) = c · f(x), ezért∑

c · f(x) = c · F (x) + P1(x),

ahol P1(x) egy tetszőleges 1-periodikus függvény.
Ugyanakkor ∑

f(x) = F (x) + P2(x),

ahol P2(x) egy tetszőleges 1-periodikus függvény. Másfelöl

c ·
∑

f(x) = c · (F (x) + P2(x)) = c · F (x) + c · P2(x),

ahol c · P2(x) egy tetszőleges 1-periodikus függvény. ⋄

A bizonýıtott álĺıtás a 3.3. Tétel megfelelője, s szépen illusztrálja a fennálló analógiát.
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3.7. Tétel. Ha az f és g függvényeknek van ∆-primit́ıv függvénye minden x ∈ (a, b)
esetén, akkor az f + g függvénynek is van ∆-primit́ıv függvénye minden x ∈ (a, b)
esetén, és ∑

(f(x) + g(x)) =
∑

f(x) +
∑

g(x).

Bizonýıtás. Legyen ∆F (x) = f(x) és ∆G(x) = g(x). Ekkor

∆(F (x) +G(x)) = ∆F (x) + ∆G(x) = f(x) + g(x).

Az F (x) +G(x) az f(x) + g(x) ∆-primit́ıv függvénye. Így∑
(f(x) + g(x)) = F (x) +G(x) + P (x),

ahol P (x) egy tetszőleges 1-periodikus függvény.
Másfelől ∑

f(x) = F (x) + P1(x) és
∑

g(x) = G(x) + P2(x),

vagyis ∑
f(x) + Σg(x) = F (x) +G(x) + P1(x) + P2(x),

ahol P1(x) + P2(x) egy tetszőleges 1-periodikus függvény. ⋄

Ebben a tételben léırt álĺıtás egyezést mutat a 3.4. Tétellel.

3.8. Tétel. Ha f és g folytonosan differenciálható függvények az [a, b] intervallumon,
akkor az [a, b] intervallumon érvényes, hogy∑

f(x)∆g(x) = f(x)g(x)−
∑

g(x+ 1)∆f(x).

Bizonýıtás. Az f és g függvény szorzatának a differenciája

∆ (f(x) · g(x)) = g(x+ 1) ·∆f(x) + f(x) ·∆g(x).

Ekkor
f(x) ·∆g(x) = ∆ (f(x) · g(x))− g(x+ 1) ·∆f(x).

Ha alkalmazzuk a határozatlan szumma operátort a következőt kapjuk:∑
(f(x) ·∆g(x)) = f(x) · g(x)−

∑
(g(x+ 1) ·∆f(x)).

⋄

Az itt bemutatott tétel a 3.5. Tétel párja a határozatlan összegzésre. Teljes analógia
nem mondható ki, mivel a jobboldali második tagban g(x) helyett g(x+ 1) szerepel,
és ez kisebb fokú eltérésre utal a két operátor tulajdonságai között.
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3.3. Táblázatok

Ebben a részben bemutatjuk az elemi függvények integráltáblázatát, és az a célunk,
hogy hasonlót kśźıtsünk a határozatlan szummára is. Az elemi függvények integrál-
táblázata:

1. f(x) = xn, n ̸= −1

∫
f(x)dx =

xn+1

n+ 1

2. f(x) = ax
∫

f(x)dx =
ax

ln a

3. f(x) = ex
∫

f(x)dx = ex

4. f(x) =
1

x

∫
f(x)dx = lnx

5. f(x) = sinx

∫
f(x)dx = − cos x

6. f(x) = cosx

∫
f(x)dx = sin x

Most nézzük meg az elemi függvények határozatlan szummáit.
1. A faktoriális polinomfüggvény határozatlan szummája

Σx(n) =
x(n+1)

n+ 1
, n ̸= −1

mert

∆
x(n+1)

n+ 1
= x(n).

Ez a polinomfüggvény határozatlan integráljának analogonja.
2. Az exponenciális függvény határozatlan szummája∑

ax =
ax

a− 1
, mivel ∆

ax

a− 1
= ax.

Ez nagyon hasonĺıt az exponenciális függvény határozatlan integráljához, mégsem
egyezik teljesen az alakjuk, különböznek a nevezőben.
3. Ahogy már bemutattuk

∆2x = 2x, ebből következik
∑

2x = 2x.

Ez a tulajdonság a határozatlan integrálnál az ex függvényre igaz. Az analógia
itt olyan értelemben mondható ki, hogy létezik olyan exponenciális függvény, ami
önmagára képződik integrálás és összegzés során.
4. A faktoriális polinomfüggvény x(n) szummája n = −1 esetén∑ 1

x
= Ψ(x), mivel ∆Ψ(x) =

1

x
.

Tehát az
1

x
függvénynek is van határozatlan szummája, és az integráláshoz hasonlóan

egy olyan függvény az eredménye amely nem polinomfüggvény. E tulajdonság miatt

mondható analógia az integrál és a szumma között az
1

x
függvényre.
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A trigonometrikus függvények határozatlan szummáját már nem olyan egyszerű kiszámolni.
5. A sźınusz függvény határozatlan szummája

∑
sin x = −

cos
(
x− 1

2

)
2 · sin 1

2

,

mivel

∆ cos

(
x− 1

2

)
= cos

(
x+

1

2

)
− cos

(
x− 1

2

)
= −2 · sinx · sin 1

2
,

azaz

sinx = −
∆cos

(
x− 1

2

)
2 · sin 1

2

.

6. A koszinusz függvény határozatlan szummája

∑
cos x =

sin
(
x− 1

2

)
2 · sin 1

2

,

mivel

∆ sin

(
x− 1

2

)
= sin

(
x+

1

2

)
− sin

(
x− 1

2

)
= 2 · cosx · sin 1

2
,

azaz

cosx =
∆sin

(
x− 1

2

)
2 · sin 1

2

.

A trigonometrikus függvényeknél a határozatlan szumma nem mutat hasonlóságot a
határozatlan integrál megfelelő tulajdonságával.

Az fent megállaṕıtottakból elkésźıthetjük elemi függvények szummatáblázatát:

1. f(x) = x(n), n ̸= −1 Σf(x) =
x(n+1)

n+ 1

2. f(x) = ax Σf(x) =
ax

a− 1
3. f(x) = 2x Σf(x) = 2x

4. f(x) =
1

x
Σf(x) = Ψ(x)

5. f(x) = sin x Σf(x) = −
cos(x− 1

2
)

2 · sin 1
2

6. f(x) = cos x Σf(x) =
sin(x− 1

2
)

2 · sin 1
2

Ha a két táblázatot megvizsgáljuk, látható, hogy teljes analógia nincs az elemi függ-
vények integrálása és összegzése során, viszont egy bizonyos szintig mégis egyezik
többségük. Teljes eltérés csak a trigonometrikus függvényekre mondható ki.
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4. A határozott szumma

A határozott integrál seǵıtségével az f függvény grafikonja alatti területet számolja
az (a, b) intervallumon. Ezt ∫ b

a

f(x)dx

módon jelöljük. Ennek a kiszámı́tására a Newton-Leibniz formulát használjuk, amely
a következő tételben van megfogalmazva.

4.1. Tétel. Ha f(x) folytonos az [a, b] intervallumon és F ′(x) = f(x), akkor∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a).

A bizonýıtást kihagyjuk, de az olvasó megtalálhatja a [3] és [4] könyvekben.

Analóg módon létezik a határozott szummára is hasonló képlet, amellyel bizonyos
összegzések könnyen elvégezhetők. Definiáljuk most a

Φ(x) =
∑

f(x)

függvényt. Ekkor ∆Φ(x) = f(x) vagyis Φ(x + 1) − Φ(x) = f(x). Helyetteśıtsük
be sorban x helyére az a, a + 1, ..., a + n − 1 értékeket, majd összegezzük a kapott
egyenlőségek bal és jobb oldalait. Ekkor

Φ(a+ 1)− Φ(a) = f(a),

Φ(a+ 2)− Φ(a+ 1) = f(a+ 1),

Φ(a+ 3)− Φ(a+ 2) = f(a+ 2),

...

Φ(a+ n− 1)− Φ(a+ n+ 2) = f(a+ n− 2),

Φ(a+ n)− Φ(a+ n+ 1) = f(a+ n− 1),

majd elvégezve az összegzést,

a+n−1∑
x=a

f(x) = Φ(a+ n)− Φ(a).

Az ı́gy kapott eredmény megfogalmazható a következő tételben.

4.2. Tétel. Ha f(x) értelmezett az [a, b] intervallumon és ∆F (x) = f(x), akkor

b−1∑
a

f(x) = F (b)− F (a).
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Bizonýıtás. A bizonýıtás a fent léırtakból következik. ⋄
A határozott szumma eredménye összegzés, mı́g a határozott integrál seǵıtségével
területeket tudunk kiszámolni. Ebben nem hasonĺıtanak, viszont maga a kiszámı́tási
módszer nagyfokú analógiát mutat.
A határozott szumma seǵıtségével olyan összegzéseket oldhatunk meg, amelyeket más
módszerrel bonyolult lenne, vagy tovább tartana. Ezt mutatja be a következő néhány
példa.

4.1. Példa. Számoljuk ki a 1 + 2 + · · ·+N sor összegét!

1 + 2 + · · ·+N =
N∑

x=1

x =
N∑

x=1

x(1) =
x(2)

2

∣∣∣∣N+1

1

=
x(x− 1)

2

∣∣∣∣N+1

1

=
N(N + 1)

2

4.2. Példa. Számoljuk ki az 1− 2 + 3− 4 + 5− · · · − 2012 sor összegét!

1− 2 + 3− · · · − 2012 = −
2012∑
1

(−1)x · x = −
(
1

2
(−1)x+1(x− 1

2
)

)∣∣∣∣2013
1

=

= −
(
1

2
(−1)2014

(
2013− 1

2

)
− 1

2
· 1
2

)
= −1006

4.3. Példa. Bizonýıtsuk be, hogy

n−1∑
x=1

1

(2x− 1)(2x+ 1)(2x+ 3)
=

1− 2n2

24n2 − 6

n−1∑
x=1

1

(2x− 1)(2x+ 1)(2x+ 3)
=

1

8

n−1∑
x=1

1

(x− 1
2
)(x+ 1

2
)(x+ 3

2
)
=

=
1

8

n−1∑
x=1

(
x− 3

2

)(−3)

=
1

8

(x− 3
2
)(−2)

−2

∣∣∣∣∣
n

1

=

= − 1

16

(
1

(n+ 1
2
)(n− 1

2
)
− 1

1
2
· 3
2

)
=

1− 2n2

24n2 − 6
.

4.4. Példa. Bizonýıtsuk be, hogy
∞∑
x=1

x · ax =
a

(a− 1)2
, |a| < 1

∞∑
x=1

x · ax =
1

(a− 1)
·

∞∑
x=1

x · (a− 1) · ax =
1

(a− 1)
·

∞∑
x=1

x ·∆ax =

=
1

(a− 1)
(x · ax|∞1 −

∞∑
x=1

ax+1) =
1

(a− 1)
(−a− ax+1

a− 1

∣∣∣∣∞
1

) =

=
1

(a− 1)
(−a+

a2

a− 1
) =

a

(a− 1)2
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5. Összegzés

Dolgozatom ı́rása során az volt a célom, hogy kivizsgáljam a hasonlóságokat és el-
téréseket a differenciáloperátor és differenciaoperátor tulajdonságai között. Megálla-
ṕıtható, hogy a két operátor sok hasonlóságot mutat, de bizonyos esetekben teljesen
eltérő is lehet a viselkedésük.
A legnagyobb hasonlóság az operátorok és az antioperátorok tulajdonságainál fedez-
hető fel, ahol egyes szabályok teljesen megegyeznek, vagy csak egy kicsiben térnek el
egymástól. Az elemi függvények egy részének vizsgálatánál is fellelhető az analógia,
de itt teljes egyezést nem találunk. A hasonlóságok eléréséhez néhol új függvényeket
kellett bevezetnünk, mint amilyen a faktoriális polinomfüggvény és a Ψ függvény.
A Taylor-polinomnak is létezik párja a differenciaoperátort alkalmazva, a Newton-
polinom. E két polinom között is nagy mértékű egyezés lelhető. A határozott integrál
és határozott szumma esetében a kiszámı́tási módszereiknél jelentkezik az analógia,
de a jelentésük már annál inkább különbözik.
Nagy örömöt jelentett a számomra, hogy megismerkedhettem a dolgozatban bemu-
tatott új fogalmakkal és azok különleges tulajdonságaival. Remélem, hogy a jövőben
még sok hasonló kih́ıvás vár rám.
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