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Eloszo

A grafelmélet a diszkrét matematika egyik fontos teriilete. A grafelméletben vizsgalt problémak egyi-
ke a dominacid problémaja. A dominécio problémaja olyan minimalis szdmu cstcs kivalasztasat jelen-
ti, hogy a graf minden csucsa vagy kivalasztva legyen vagy szomszédos legyen valamely kivalasztott
csuccsal. A dominacidé fogalma egyszerien definialhatd, a domindcids szam meghatarozasa mégis
Osszetett feladatnak bizonyulhat.

A domindcidt olyan problémaknal alkalmazzak ahol meghatarozott szdmu objektumot kell kiva-
lasztani, Ggy, hogy az 0sszes objektum fedve legyen, azaz hogy minden objektum vagy ki legyen
valasztva, vagy szomszédos legyen valamelyik kivalasztott objektummal. Ilyen problémak jelentkez-
hetnek példaul a tavkozlési haldzatok bazisallomasainak elhelyezésekor, illetve kiilonb6zo szolgalta-
tasok helyszineinek meghatarozasakor.

A munkam témaja a négyzetracsgrafok domindcios szdmanak meghatarozasa. A racsgraf a grafok
egy specialis tipusa. Szabdalyos szerkezetiik megkonnyiti a dominéacid vizsgalatat.

A dolgozatban eldszor definialjuk és példa segitségével szemléltetjiik a grafelmélet alapfogalmait,
amelyek fontos szerepet jatszanak a dominacios szamok meghatarozasanak soran bizonyos racsgrafok
esetén. Kisebb méretii racsgrafok esetén kozvetlen bizonyitassal mutassuk meg a dominacios szam
értekét. A nagyobb méretli racsgrafoknal mar Osszetettebb ez a folyamat, és tovabbi fogalmak és
lemmak bevezetését igényli. Ennek érdekében bevezetjiik a veszteség fogalmat, és részletesen meg-
vizsgaljuk a racsgraf peremét.

A dolgozat célja els6sorban irodalomkutatés, illetve mar létez6 modszerek megismerése volt, ame-

lyeket a késObbiekben 6nallo kutatasi eredmények eléréséhez is felhasznalhatunk.



1 A grafelmélet alapjai

A fogalmak definicioi az [4], [5], [7] és [8] forrasokbdl szarmaznak.

1. Definicio. A G = (V, E) rendezett part egyszerii grafnak nevezzik, ha V' egy véges, nem iires
halmaz, az E pedig a V halmaz kételemii részhalmazainak halmazanak részhalmaza. A V' (G) halmaz

elemeit a G graf csicsainak, az E(G) halmaz elemeit pedig a G graf éleinek nevezziik.

Az {u,v} élet uv-vel is jelolhetjiik.
Hau,v € V(G), és e = uv a G graf egy éle, akkor azt mondjuk, hogy az e ¢él az u és v csticsokat

koti Ossze.

1. Példa. Az 1. abran a G = (V, E) graf lathato.
Foe
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1. abra. G = (V, E) graf.

A G graf csucsainak halmaza:  V(G) ={a, b, ¢, d, e, f, g, h};
A G graf éleinek halmaza:  FE(G) = {ab, ad, bc, be, cf, de, fg, fh}.

2. Definicio. Legyen G = (V, E) egy graf.

* A G graf u és v csUcsait szomszédos csucsoknak nevezziik, ha az uv él a G graf egy éle.

Awv € V(G) csucs szomszédsdga (nyilt szomszédsdga) a v csucesal szomszédos csucsok halmaz,

és N (v)-vel jeldljiik.

A v € V(Q) cstcs zdrt szomszédsdga a v csuicesal szomszédos csucsok, valamint magabol a v
csucsbol allo halmaz, ezt a halmazt N [v]-vel jeloljiik.
Ekkor N[v] = N(v) U {v}.

* A v € V(G) csucs fokszama a vele szomszédos csticsok szama, ezt dg(v)-vel jelljiik.

2. Példa. Tekintsiik a GG grafot és valasszuk ki a b csucsot. A 2. abran sotétsziirkével meg van jelolve
a b csucs.



2. abra. GG graf, ahol meg van jellve a b cstics és a vele szomszédos csticsok.

A b csucs nyilt szomszédsaga: N (b) = {a, ¢, e};
A b cstces zart szomszédsaga:  N[b] = {a, b, ¢, e};
A b cstcs fokszama:  dg(b) = 3.

3. Definicio. Legyen G = (V, E) egy graf és S C V(G). Az S halmaz zart szomszédsdga azon csi-
csok halmaza, melyek az S halmazhoz tartoznak vagy szomszédosak az S halmaz valamely cstcsaval,
ezt a halmazt N[S]-sel jeloljiik. Tehat,

N[S] = | N[u].

veSs

3. Példa. Tekintsiik az 1. abran lathato G grafot és az S = {a, ¢, g} halmazt.

3.4bra. A G = (V, E) graf és az S halmaz sziirkével megjelolve.

Az S halmaz cstcsainak zart szomszédsaga kiilon-kiilon:
Nla] = {a, b, d}
Nlc] ={b, ¢, [} = N[S]=N[a]UN[JUN[g] ={a, b, ¢, d, f, g}.

Nlgl={f, g}

4. Definicio. Ha az u és v csucsok szomszédosak, vagy ha u = v, azaz u € N [v], akkor azt mondjuk,

hogy a v csucs dominalja az u csucsot.

5. Definicié. Egy vpejvie00s . .. vp_1€,v) sorozat séta a G grafban, ha vy, vy, . .., v, a G graf csucsai,

éseq,..., e, aG grafélei, tovabba a v;_; €és v; csucsokat az e; él koti 6ssze (1 < i < k).

» Ha egy séta élei mind kiilonbozdek, akkor a séta egy vonal a G grafban.



» Ha egy vonal esetén vy = vy és k > 0, akkor a vonal egy zart vonal a G grafban.
» Ha egy vonal csucsai mind kiillonb6zdek, akkor a vonal egy ut a G gratban.

» Ha egy zart vonal esetén vy = v-t6l eltekintve nincs ismétlédés a csucsok kozott, és £ > 30,

akkor a vonal egy kor a GG grafban.
A vgeviesvs . .. vp_1epvy SEtat egy egyszert graf esetén jeldlhetjiik vovyvs . . . v _qvg-val is.

4. Példa. Példak a sétara, vonalra, ttra és korre a G grafban, amely az 1. abran lathato.
Egy séta a G gratban: adebcbad
Egy vonal a GG gratban: badebc f
Egy ut a G grafban: edabcfg
Az egyetlen kor a GG gratban: adeba

6. Definicio. Két graf G = (V, Ey) és Gy = (Va, Es) izomorf, ha létezik egy ¢ : V1(G1) — Va(Ga)
bijektiv leképezés, amely meg0rzi a csucsok szomszédossagat (ezt a bijektiv leképezést izomorfizmus-
nak nevezzik), azaz

uwv € F1(G1) < p(u)p(v) € Ey(Gy).

Jelolése: G =2 Gs.

5. Példa. A GG, és G5 grafok izomorfak, az izomorfizmus, amely ezt bizonyitja:

o ap by a di e fi g1 M
a3 by c3 ds es fs hs g3

Gs
4. édbra. GGy, G5 és G5 grafok.
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A G5 nem izomorf sem a (7;-gyel, sem a G3-mal. A grafok csucsainak fokszdmaibdl allo multi-

halmazok:
G1:{3,3,2,2,2,2,1,1}
Go: {3,3,2,2,1,1,1,1}

Gs: {3,3,2,2,2,2,1,1}



Mivel az izomorfizmus megérzi a szomszédossagot, megorzi a csucsok fokszamat is. Mivel a G,

graf csticsai fokszamainak multihalmaza eltér a G1-t6l és G3-t6l, igy G2 nem izomorf a tobbi graftal.

7. Definicié. Legyen G = (V, F) egy graf. Az S C V(G) halmazt domindlé halmaznak nevezziik,

ha a graf minden csucsa vagy eleme az S halmaznak, vagy szomszédos az S valamely csticsaval.
Tehataz S C V(G) halmaz akkor és csak akkor dominal6 halmaza a G grafnak, ha N[S| = V(G).

8. Definicié. Legyen G = (V, E) egy graf. Az S C V(G) dominalo halmazt minimdlisnak nevezziik,
ha az S halmaz egyetlen valos részhalmaza sem dominalé halmaza a GG grafnak, azaz az S halmaz

barmely cstcsanak eltavolitdsaval a kapott halmaz nem dominalé halmaza a grafnak.

9. Definicié. A G graf domindacios szama a G graf domindl6 halmazdnak minimalis elemszama, ame-

lyet v(G)-vel jeloljiik.

6. Példa. Az 5. abran a GG graf négy példanya lathatd. Az abradkon meg vannak jeldlve rendre az
S1=Ac, d, h}, So=A{a, ¢, e, f, h}, S3={c, d, g, h} és S, = {b, d, f} halmazok csucsai.

5. abra. A G graf és az Sq, Ss, 93, illetve S, halmazok megjeldlt csucsai.

Az S; = {e¢, d, h} halmaznem dominalé halmaz, mivel az S; halmazbdl egy cstics sem dominalja
a g csucsot.

Az Sy = {a, ¢, e, f, h} halmaz dominalé halmaz, de nem minimalis dominal6 halmaz, mivel
létezik S) C S, amely szintén dominalé halmaza a G grafnak, mégpedig S = {a, e, f, h}.

Az S3 = {¢, d, g, h}halmaz minimalis dominal6 halmaza a G grafnak, mivel ha barmely csticsot
eltavolitjuk az S3 halmazbdl a kapott halmaz mar nem dominalja a G gréafot.

Az S, = {b, d, f} halmaz a G graf minimalis dominalé halmaza.

A G graf dominalo halmazainak elemszama rendre |Sy| = 5, |S5| = 4 és |Sy| = 3. A G graf
csuicsainak szama nyolc.

A G gratban minden csticsanak legfeljebb harom szomszédja van, ezért egy csucs legfeljebb négy
csucsot domindalhat, 6nmagat is beleértve. Tehat egyetlen csucs nem elegend6 a G graf dominélasahoz.

A G gratban két olyan csucs van, amelynek harom szomszédja van, ezért ez a két cstics egylitt
legfeljebb nyolc csucsot dominalhatnak, ami megegyezik a GG graf csiicsainak szamaval. Ha azonban
kivalasztjuk ezt a két csucsot, b-t és f-et, akkor megfigyelhetjiik, hogy a c csucsot dominélja a b és az
f csucs is, tehat a b és f csucsok egyiitt legfeljebb hét csucsot dominalhatnak.

A G grafnak nem létezik olyan dominal6 halmaza, amely egy vagy két csucsbol all. Ezért a G

graf dominacios szama harom, azaz v(G) = 3.



2 Racsgrafok dominacios szama

10. Definicio ([4]). A G, ., rdcsgrafot olyan grafként definialjuk, amelynek cstiicshalmaza V (G, ) 1=
[n] x [m], ahol [n] = {1,2,...,n} és [m] = {1,2,...,m}. Kétcsucs (4, ) és (k,l) szomszédosak,
ha |k —i|+ |l —j] = 1.

A racsgraf csucsait egy adott Descartes-féle derékszogl koordinata-rendszer pontjaiként abrazol-
juk. Ennek megfelelGen (1, 1)-gyel jeloljiik a bal also cstcsot, az (i, j)-vel pedig az i-edik oszlopban
¢s j-edik sorban elhelyezkedd csucsot, 2 = 1,2,...,n; 7 =1,2,... ., m.

Néhany eredményt ismertetiink a G, ,,, racsgraf domindcios szamara, az n < m feltétel mellett:

B han =1, [6]
[mtt] han =2, [6]
ES han =3, [6]
m4+ 1 han=4¢ém=>5,6,9, [6]
m han=4¢ém #5,6,9, [6]
bmid] han=5ém=7, [2]
%W han=>5¢ém#7, [2]
om+4] han =26, [2]
41 han =7, [3]
15m7] han =38, [3]
23m+10 han =9, [3]

-1 han = 10 ésm =13 10 vagy m = 13,16, [3]
han = 10ésm #3 10 ésm # 13,16, [3]

1 han=1lém=11,18,20,22,33, [3]
han =11¢ésm # 11,18,20,22,33, [3]
han =12, |[3]

-1 han = 13 ésm =33 13,16,18,19, [3]

Y(Grm) =

9877;;54 han = 13 ésm #33 13,16,18,19, [3]
357711;-20 -1 han = 14 ésm =o9 7a [3]
35rﬁr20 han =14ésm #5 7, [3]
4472;28 -1 han =158ém =5 5, [3]
44?;28 han = 15ésm #9655, [3]

_m+2>J_4 hal6 <n <21, [3]

MJ —4 han=22vagyn =23, [4]

rr——r——m — —@ —} — — — — —— —— —— —— —— —— — —— —
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—m+2)J_4 han > 24. [1] és [4]



7.Példa. A 6. abran a G, ,, racsgrafok lathatéak n = 1,2, 3, 4, 5 esetén, melyeken meg vannak jelolve
a képlet segitségével meghatarozott elemszami dominal6 halmazaik.

(1
Y(Gi1) = gw =1,
(2 4+1
Y(Gap) = TW =2,
[(3-34+ 1]
Y(G33) = — | = 3,
Y(Gaa) = 4,
[6-5+4]
7(G5,5) = T =T.
o oo %%E % @
G G Gs3 Gau Gs5

6. abra. Racsgrafok és feketével megjeldlve a dominéalé halmazaik csucsai.

A korébbi attekintésbdl lathato, hogy a négyzetracsgrafok dominécios szdmanak meghatarozasa
szamos kutatas targyat képezte, és a problémaval kapcsolatban kiterjedt szakirodalom all rendelke-
zésre. Ebben a dolgozatban néhany eredményt fogunk részletesen bemutatni, hogy ismertessiik a
probléma megkozelitésének kiilonbozd maddjait, valamint azok eltérd dsszetettségét.

A 2.1 alfejezetben kozvetlen bizonyitassal megmutatjuk, hogy (G4 .,) = (%W ,a2.2 alfejezetben
pedig azt, hogy v(Ga2m) = ["LT“W Tovabbi fogalmak ¢és lemmak bevezetésével igazoljuk, hogy
Y(Gnm) > {WJ — 4 minden 24 < n < m esetén. A témahoz kapcsolodd valamennyi

5
eredmény részletes bemutatdsa azonban meghaladna a munka terjedelmi kereteit.

2.1. Ay(Gi,,) értéke m > 1 esetén

8. Példa. Az 7. 4bran példak lathatoak a Gy ,, racsgrafram = 1,2, 3, 4 esetén.

o 4

Gia G Gis Gia

7. ébra. G ,, racsgraf m = 1, 2, 3,4 esetén.



A G, racsgraf izomorf a P, uttal, ezért v(G1 ) = v(Pp).

1. Tétel. Minden m > 1 esetén a (& ,,, racsgraf domindcids szdma

’Y(Gl,m) = [%—‘ .

Bizonyitas. Tekintsiik a P, utat, amelynek cstucshalmaza V(P,,) = {vi,vq,...,v,} (v1 az also
csucs, a v,, pedig a felsé csucs a P, utban).

Bizonyitsuk be, hogy [ av(P,,) also és felsd korlatja is.

Bizonyitsuk be, hogy v(F,,) < (%1

Tekintsiik a P, utat. Harom esetet kiilonboztetiink meg: m = 3k, m = 3k + 1 ésm = 3k + 2,
ahol k € N.

1. m =3k
Legyen D = {uvy,v5,...,U3,_1}. Minden ¢ = 2,5,...,3k — 1 esetén a v; € D csucs

dominalja a v; 1, v; és v; 41 csucsokat. Tehat a D halmaz domindlja a P it minden csucsat.

Ekkor |[D| =k =2 = [2].

2. m=3k+1
Legyen D = {vy,v5,...,VU3p—1, Usks1 - Mindeni = 2,5,...,3k — 1 esetén a v; € D cslcs
domindljaav; 1, v; és v,y csucsokat. Megmaradt még a vs;, 1 csucs, ami a D halmaz eleme,

igy domindlja 6nmagat. Tehat a D halmaz dominélja a P51 Ut minden cstcsat.

Ebbdl kovetkezik, hogy D] =k +1 = 24 + 1 = 222,
Mivel m = 3k + 1, ezért 2 = [2] jgy |D| = [2Z].

3. m=3k+2
Legyen D = {vs,vs5,...,Us3p_1,V3k42}. Minden i = 2,5 ...,3k — lesetétna v; € D
csucs domindlja a v;_1, v; és v; 41 csicsokat. Megmaradt még két csics, vsgi1 €S vskio, Oket

dominalja a v, o € D csucs. Tehat a D halmaz domindlja a Ps; o Ut minden csucsat.
Ebbdl kovetkezik, hogy |D| =k + 1 = %‘2 +1= WTH
Mivel m = 3k + 2, ezért L = [ 2], igy |D| = [2].

Mivel D a P, ut dominalé halmaza, ezért:
m
1(Pa) <101 = [ 5] M

Bizonyitsuk be, hogy v(P,) > [%2].

Legyen D a P, Gt egy tetszdleges minimalis dominalé halmaza.

A P,, utban minden cstics maximalis fokszama kettd, ezért egy csucs legfeljebb harom csucsot

dominalhat.
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Mivel D dominélja a P, it minden csucsat, tehat V' (P,,) = N[D] = |J,p IV[v], innen kdvet-
kezik, hogy
m=|V(Pu)| <Y IN[]| <3|DJ,

veD

tehat [D| > Z.

Mivel | D| egész szam, és |D| > 2, ezért | D| > [%2]. Ebbol kovetkezik, hogy

WP 2 | 5| @

Az (1) és a (2) egyenldtlenségek alapjan a P, it dominéacids szdma:

m
= [3]
V(Pm) = | 3
Mivel a G ,,, racsgraf izomorf a P, uttal, ezért:
m
"G = |5

2.2. A y(Ga,y) értéke m > 2 esetén

9. Példa. A 8. abran példak lathatéak a Gy, racsgrafra m = 2, 3, 4 esetén.

L0

G G Gau

8. abra. A (g, racsgraf m = 2, 3, 4 esetén.

2. Tétel. Minden m > n = 2 esetén a G5, racsgraf dominacids szdma

V(Gom) = [mTH-‘ :

Bizonyitas. A G, racsgraf csticshalmaza V (Gy,,) = {(i,7) 1 i € {1,2} A1 < j < m}. Jeloljik

j-edik sort az R; = {(1, j), (2, j)} halmazzal, ahol j = 1,... ,m.

m+1

Bizonyitsuk be, hogy (Tw ay(Ga,m) also és felso korlatja is.

Bizonyitsuk be, hogy 7(Ga,,) < [™].

Négy esetet kiilonboztetiink meg: m =4k, m =4k +1,m =4k +2ém =4k + 3,k € N.

11



1. m =4k
Legyen D = {(1,1),(2,3),(1,5),...,(1,4k — 3),(2,4k — 1),(1,4k)}. Az (1,1) € D
csucs dominalja az (1,1), (2,1) és (1,2) csucsokat. Minden j = 3,7,...,4k — 1 esetén
a (2,j) € D csacs dominalja a (2,7 — 1), (1,7), (2,7) és (2,7 + 1) csticsokat. Minden
j=5,9,...,4(k—1)+1leseténaz (1,7) € D cstiics domindljaaz (1,5 — 1), (1,7), (2,7) és
(1,7 + 1) csticsokat. Megmaradt még egy csucs, az (1, 4k), amely a D halmaz eleme, ezért

dominélja 6nmagat. Tehat a D halmaz dominalja a G2 45, rdcsgraf minden cstcsat.
Ebbdl kévetkezik, hogy [D] = % +1 =2 + 1 = 2,
Mivel m = 4k, ezért 52 = [ 5] jgy |D| = [ ].

2. m=4k+1

Legyen D = {(17 1)7 (27 3)7 (]-7 5)7 SRS (17 4k — 3)7 (274k - 1)7 (174k + 1)}
A D halmaz dominélja a ('3 4541 rdcsgraf minden cstcsat.

Ekkor |D] = 4 1 = mofi2 = mid — 1)

3. m=4k+2
Legyen D = {(17 1)7 (2a3)7 (17 5)7 sy (274k - 1)7 (1a4k + 1)7 (2>4k + 2>}

A D halmaz dominalja a G/ 45,42 racsgraf minden cstcsat.

Ebbél kovetkezik, hogy |D| = 452 4 1 = =42,

Mivel m = 4k + 2, ezért 72 = [t oy | D| = [2EL].

4. m =4k + 3
Legyen D = {(1,1), (2,3), (1,5),...,(2,4k — 1), (1, 4k + 1), (2, 4k + 3)}.

A D halmaz dominalja a ('3 45,43 rdcsgraf minden cstcsat.

Ekkor |D| — Lﬁ + 1= m732+2+2 — m2+1 — "m;rl"

Mivel D a (i3 ,,, dominél6 halmaza, ezért:

m—i—l] 3)

Y(Gom) < |D] = {T

Bizonyitsuk be, hogy v(Ga,m) > |22 ].

Legyen m > 2 és legyen D a (g ,,, racsgraf tetszéleges dominalo halmaza.

A G5, racsgrafhak 2m csucsa van, és minden cstcs legfeljebb négy csticsot dominélhat. Tehat

érvényes, hogy 2m < 4|D|, amibdl kévetkezik, hogy |D| > [%].
* Ha m paratlan, akkor | D| > ™1, ami éppen a keresett alsé korlat.
* Tegyiik fel, hogy m paros. Be fogjuk bizonyitani, hogy |D| > & + 1.
Tegyiik fel az ellenkezdjét, azaz hogy |D| = 7. Ekkor 4|D| = 2m.

Mivel a D halmaz minden csticsa legfeljebb négy csticsot dominalhat, és a racsgraf minden

12



csticsa dominalva van, ezért a D halmaz minden csucsa pontosan négy csucsot dominal, to-

vabba a D halmaz kiilonb6z6 csticsainak zart szomszédsagai paronként diszjunktak.

Az Ry = {(1,1),(2,1)} sorbol egy cstics sem lehet eleme a D halmaznak, mivel minden
csucs az R;-bdl legfeljebb harom csticsot domindalhat.

Ahhoz, hogy az (1,1) cstiics dominalva legyen, sziikséges, hogy (1,2) € D. Hasonloan,
ahhoz, hogy a (2, 1) cstics dominalva legyen, sziikséges, hogy (2,2) € D.

Az (1,2) és (2,2) cstcsok szomszédosak, igy a zart szomszédsaguk nem diszjunkt. Ez el-
lentmond annak a feltételezésnek, hogy |D| = 3. Tehat |D| > & + 1.

Mind a két esetben azt kapjuk, hogy a G5 ,,, racsgraf minden dominalé halmaza legalabb (mT“}

csucsot tartalmaz. Tehat,

m—+1

(Can) = |5 @

Az (3) és a (4) egyenlOtlenségek alapjan a G5 ,,, racsgraf domindcids szdma:

m—+1

(Gan) = |5

2.3. A(Gpm) értéke 24 < n < m esetén

A racsgraf dominéacids szamanak also korlatjat fogjuk meghatdrozni a [4]-es munka alapjan. A felsd

ey

A racsgraf egy csucsa legfeljebb 6t csucsot dominalhat (a négy szomszédjat €s onmagat). Ebbol
kovetkezik, hogy
nmw

’V(Gn,m) > ’V_

5
Av(Gum) = (%W egyenldség akkor teljesiil, ha Iétezik olyan dominald halmaz D, amelynek
csucsai a Gy, ,,, rdcsgrag minden csucsat pontosan egyszer dominaljék, és a D halmaz minden csucsa-

nak pontosan négy szomszédja van, azaz minden d € D esetén | N[d]| = 5. Ekkor
5|D| —nm = 0.

Ez azonban a sarokcsucsok és peremcsucsok miatt nem teljesiil, mivel a sarokcstucsoknak két, a

tobbi peremcsucsnak pedig harom szomszédja van. Emiatt nem igaz, hogy minden cstcsnak pontosan
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négy szomszédja van. A cél ezért olyan D domindlo halmaz meghatirozasa a G, ,, racsgrafban,
amelyre az 5 | D| — nm a lehet legkisebb.

11. Definicié. Az S C V (G, ,,) halmaz veszteségét a kovetkezdképpen definialjuk:
() =515] = [N[S]I-
1. Lemma. A veszteségfliggvény a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:
1. Minden S halmaz esetén ¢(S) > 0.
2. Ha S; NSy = 0, akkor £(S; U Sy) = £(Sy) + £(S2) + |N[S1] N N[S]|.
3. Ha S’ C S, akkor £(S") < ¢(95).

4. Ha Sl N SQ = (Z), akkor 6(51 U 52) > 6(51) + K(SQ)

Bizonyitas. A veszteségfiiggvényt az ((S) = 5|S| — | N[5]| képlettel definialtuk.

1. A racsgraf minden csticsanak zart szomszédsaga legfeljebb 6t csucsot tartalmaz. Ezért az S

halmaz minden cstcsa legfeljebb 6t csucsot dominalhat, igy

INISI < 5]S].

Ebbdl kovetkezik, hogy 5 |S| — |N[S]| > 0, azaz £(S) > 0.

2. Legyen S; NSy = (). Ebbél kdvetkezik, hogy |S; U S| = |Si| + |Ss|, mivel az Sy és Sy
halmazoknak nincs k6z6s csucsuk.

A zart szomszédsagra teljesiil, hogy N[S; U Ss] = N[S;] U N[Ss)].

Két halmaz unidjanak szdmossagara érvényes, hogy

IN[S1] U NI[Sa]| = [N[Si]| + [N[Se]| — [N[S1] N N[S]].

Ezek alapjan:

= 5[51] + 52| = [N[S1]| = [N[S2]| + [N[S1] N N[S:]| =
= ((S1) +£(S2) + |N[S1] N N[Ss]]

3. Legyen S’ C S.

Vizsgaljuk meg a két halmaz veszteségének kiilonbségét:
((S) = £(S") =5S] = [N[S]| = 55" + [N[S']] = 5(IS| — |5]) = (IN[S]| — IN[S]])
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Az S\ S’ halmaz egy-egy csticsa legfeljebb 6t csticsot adhat hozza az N[S] \ N[S’] halmazhoz.

INISI = INIST] < 5(1S| = [5'])

Ebbdl kovetkezik, hogy ¢(S) — ¢(S’) > 0, azaz, hogy ¢(S") < {(5).

4. Legyen S; N Sy = (. A 2. tulajdonsag alapjan:

0(S1 U Sy) = £(Sh) + €(S5) + | N[S1] N N S]]
Tudjuk, hogy | N[S1] N N[S2]| > 0. Ebbdl kovetkezik, hogy £(S1 U Sa) > £(S1) + £(Ss).
[

Jeloljiik ¢,, ,,-mel a G, ,,, racsgraf dominald halmazainak minimalis veszteségét, azaz

Cpom = rrgné(D).

nm + En,m

2. Lemma. (G, ,) = 5

Bizonyitas. Legyen D C V(G,,.,). A D halmaz veszteségfiiggvénye:
(D) =5|D| = IN[D]|.

Haa D halmaz a G, ,,, racsgraf dominal6 halmaza tudjuk, hogy N[D] = V(G,,,). Ebbol kovetkezik,
hogy |N[D]| = |V (Gpm)| = nm. Ebbol kovetkezik, hogy a D halmaz veszteségtiiggvénye:

(D) =5|D| —nm.

A minimalitasbol kovetkezik, hogy ¢, ,,, = 57(Gym) — nim, amibdl atrendezéssel kapjuk, hogy

lpm + 102

'Y(Gn,m) = 5

Célunk, hogy meghatarozzuk az ¢, ,,, also korlatjat.
A veszteség a cslicsok szomszédainak szama miatt a rdcsgraf peremén dsszpontosul. A racsgraf
minden belsd csticsanak négy szomszédja van, mig a peremcsucsoknak ketté vagy harom.

A tovabbiakban részletesebben megvizsgaljuk a racsgraf tiz csucsréteg vastagsagu peremét.

12. Definicié. A G, ,,, racsgraf peremét a kovetkezoképpen definidljuk:

Bum ={(i,§):i <10 V <10V i>n—10 V j >m—10} U
U {(11,11), (11,m — 10), (n — 10,11), (n — 10,m — 10)}.
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A B, ,,, halmaz a tiz csticsréteg vastagsagu peremen kiviil tovabbi négy csticsot tartalmaz, amelyek

a racsgraf belso részének sarokcsucsai.

13. Definicié. Az S C V(G,,,,) halmaz belsd részét a kovetkezoképpen definialjuk:

I(S)={veS:Np CS}.

10. Példa. A 9. abran a Gy 35 racsgraf lathato. A Bsg 35 halmaz csucsait fekete és sziirke szinnel, mig

az (B3 35) halmaz csucsait kizarolag fekete szinnel jel6ltiik.

9. abra. A Gy 35 racsgraf.

Jeloljiik b,, ,,,-mel azon D C B, ,, halmazok veszteségének minimumat, amelyek dominaljak az

I(By, ) halmazt, azaz
n,m = DI(D).

A G, , racsgraf minden D dominalé halmazara a D' = D N B,, ,,, halmaz dominalja az (B,

halmazt. Ebbdl kovetkezik, hogy
bom < U(D") < 4(D),

ezért:
bn,m S ln,m‘
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Tehat a b,, ,,, az ¢, ,,, also korlatja.

A B, ,, halmaz sok csticsot tartalmaz, ezért felosztjuk négy részre:

Pn7127 Om7127 Rn7127 Qm712-

14. Definicié. Minden p > 12 esetén a P, C B,, ,,, halmaz a kovetkezoképpen definidljuk:

By = ([10] x {12}) U ([11] x {11}) U ([p] x [10]).

A [10] x {12} csucsokat a P, halmaz bemeneti csiicsainak, a {p} x [10] csucsokat pedig a P,

halmaz kimeneti csucsainak nevezzik.
A bemeneti és kimeneti csticsok sziikségesek az atmenethez az egyik részbdl a masikba.

11. Példa. A 10. abran a 10. példaban szemléltetett G's 35 racsgrathoz tartozd P halmaz l4thato.

A Pig halmaz cstcsait feketével és sziirkével jeloltik. A [10] x {12} bemeneti csticsokat sziirke
négyzetek, mig a {18} x [10] kimeneti csucsokat sziirke haromszogek jelolik.

A (23 halmaz kimeneti csucsait fehér négyzetekkel, mig az O,5 halmaz bemeneti csucsait fehér

haromszogekkel jeloltiik.

10. abra. A P;g halmaz.

Tetszbleges n,m € N esetén definidljuk az f,,,,, : [n] x [m] — [m] x [n] bijektiv leképezést a
kovetkezoképpen:

A B, ,,, halmaz négy paronként diszjunkt halmaz unioja:
Pn—12

Qm 12 — fmn( m— 12)
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Rn—12 = fmm o fn,m(Pn—12)
Om-12 = [ p(Pm-12)

A 11. abran a korabban definialt P, 15, O,,_ 12, R, 12, Qmn_12 halmazokat szemléltetjik.

Qm712

] |_ Om—12

P, 12

11. abra. A Pn—127 Om_lg, Rn—lQa Qm—12 halmazok.

Mind a négy halmaz a P, alak halmazokbdl szarmaztathato, ezért elegendd az altalanos P, hal-
mazt vizsgalni minden p > 12 egész szam esetén.
Legyen S C V(G,, ). Definidljuk a g5 : V(G ) — {0, 1,2} fiiggvényt a kovetkezdképpen:

0 (i,5) €5,
es(i,j) =41 (i,j) € N[S]\ S,
2 egyébként.

12. Példa. A 12, 4bran a G55 racsgraf lathato, amelyen az S halmaz cstcsait feketével jeloltiik. A
racsgraf mellett a csicsokhoz a g fiiggvény altal rendelt értékek lathatok.
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12. dbra. A G5 5 racsgraf és az értékek, amelyeket a g fliggvény rendel a csucsoknak.

A 0 mellett csak 0 vagy 1 allhat, mivel ha egy csucs a 0 értéket kapja, azaz az S halmaz eleme,

akkor a vele szomszédos csucs vagy a zart szomszédsagaba tartozik vagy eleme az S halmaznak.

Legyen p > 12 és S C P, halmaz. Jeloljiik w'™ (S)-sel az S halmaz bemeneti szavat, wy"(S)-sel

pedig az S halmaz kimeneti szavdt, amelyek a {0, 1, 2} abécé feletti tiz hosszisagu szavak. A szavakat
a bemeneti és kimeneti csticsokrol olvassuk a ¢ fiiggvény alkalmazasa utan. Az O, halmaz bemeneti
szava a w"™ (fnm(S)), a kimeneti szava pedig a w3" ( f.m(S)), ahol S C O,. Hasonléan a @, és R,
halmazok esetében is.

Jeloljilk W-vel a bemeneti és kimeneti szavak halmazat. A W halmaz a {0, 1,2} abécé feletti

olyan tiz hosszisagl szavakat tartalmazza, amelyek nem tartalmazzak sem a 02, sem a 20 részszavak.
3. Lemma. A W halmaz szdmossaga 8119.

Bizonyitas. Jeloljikk a,-val a {0, 1,2} abécé feletti azon k hosszusagl szavak szamat, amelyek nem
tartalmazzak sem a 02, sem a 20 részszot. Jeloljiik b-val a k hosszsagu, 1-gyel kezd6dd szavak
szamat, ci-val pedig a k hosszsagu, 0-val kezd6dd szavak szamat. A 0 és 2 szimmetridja miatt ¢y

egyuttal a £ hosszisagu, 2-vel kezd6dd szavak szamat is megadja. Ebbdl kovetkezik, hogy
ay = by + 2c¢y. (6)
Ha a sz6 1-gyel kezdddik, akkor a masodik betli az {0, 1,2} abécé barmely eleme lehet. Tehat:
b, = ap_1. (7

Ha a sz6 0-val kezdddik, akkor a méasodik betii csak 0 vagy 1 lehet. Ha a masodik beti 1, akkor a

lehetséges szavak szama b;,_;. Ha a mésodik betii 0, akkor a lehetséges szavak szama c;_. Tehat:
Ck = bp—1+ Ch—1 = ap—2 + Cci—1. 3
A (6) egyenletbdl kifejezve a 2¢-t, majd felhasznélva a (7) egyenletet, a kovetkezot kapjuk:

2c, = ap — by = ap, — a1 )
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A (8) és (9) egyenletekbdl kdvetkezik, hogy:
ar — ap_1 = 2c, = 2(ap_2+ cp_1) = 2ap_2 + 2¢,_1 = 2a_2 + (ah_1 — ap_2) = Qp_2 + aj_1.
igy a kovetkez6 rekurzios sszefiiggést kapjuk:
ar = 2ap_1 + Qg_o. (10)

A rekurzios Osszefliggés kezddértékei:
* k = 1 esetén az egy hosszusagu szavak szama a; = 3,
* k = 2 esetén a kettd hosszisagl szavak szdma a, = 7.

Az ap —2ay_1 — a2 = 0 rekurzids 6sszefliggés karakterisztikus egyenletének meghatarozasahoz
feltételezziik, hogy a megoldas a;, = A alakii. Ezt behelyettesitve a \¥ —2M\F~1 —\¥=2 = () egyenletet
kapjuk. Az egyenletet \*~2-vel elosztva (\ # 0) a kdvetkezd masodfoki egyenletet kapjuk:

A -2 —1=0.

A masodfoku egyenlet megoldoképletét alkalmazva a kovetkezd gyokoket kapjuk:

2+vV4+4 24+ 4/8 24+ 24/2
5 T \/_: 2\/_:1i\/§.

A2 = 5

A (10) rekurzids Gsszefiiggés altalanos megoldasa:
ar = o1+ V2)" + 51 - V2)", (11)

ahol o, 5 € R.
A kezddéértékek felhasznalasaval a kovetkezd egyenleteket kapjuk:

« k=1 esetén

a(l+v2) + (1 —V2)=3. (12)
e k=2esetén a1l +/2)2 + B(1 — /2)? = 7, azaz:
a(3+2V2) + (3 —-2v2) =7 (13)

A (12) és (13) egyenletekbol allo egyenletrendszer megoldasaval megkapjuk, hogy a = #

_ 1=V2
f=="

és

A (11) altalanos megoldas, valamint az « és [ allandok alapjan az {0, 1,2} abécé feletti azon k
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hosszlisagl szavak szama, amelyek nem tartalmazzak sem a 02, sem a 20 részszavakat:

1++v2 1—v2
ap = 2¢11+v®k+—7¥2u—v%?
Az el6z0 kifejezést atalakitva megkapjuk, hogy:

(1 + \/§)k+1 + (1 . \/i)k—&—l
5 .

ap =
A képlet segitségével megkapjuk a 1 halmaz szamossagat:

W= — 8119.

(1_'_\/5)10—&—1 + (1 _ \/§)10+1 _ (1 _|_\/§)11 4 (1 _ \/5)11 16238
2 2 2
[

A w, w' szavakhoz definialjuk a D;j”w/ halmazcsaladot, amely a P, halmaz azon D részhalmaza-
ibol all, amelyek dominaljék az I(P,) halmazt, w a bemeneti sz6 w™ (D), a w' pedig a kimeneti sz6
wo (D).

A w és w' szavakhoz meg kell hatarozni a minimalis veszteséget az osszes ¢(D), D € D;j’vw'

veszteség koziil. E célbdl bevezetjiik a kdvetkezd matrixot:

Cp[wlv wl] Cp[wla w2] T Cp[wla w8119]
Cp[w27 w1] Cp[w2, w2] ce Cp[wQa w8119]
C, =
Op[w8119a w1] Op [wsng, w2] T Op[w81197 wsng]

A Cplw, w'] matrixelem az 6sszes D € D;”’w' halmaz vesztesége koziil a legkisebb £(D) értéket adja
meg. Ha ez a halmazcsalad iires, azaz nem 1étezik olyan D halmaz, amely teljesiti az elirt feltételeket,
akkor a matrixelemhez a 400 értéket rendeljiik.

A Py, halmaz szimmetrikus a racsgraf atlgjara nézve, az atlot a 13. abrén sziirke vonallal jeloltiik.

0000000009087
00000000 dbd
0 0000000000
0 0000000000
0000000 Z20008:
000000 %200008:
00000000000
0 0000000000
S 00000000000
/0 000000000
0200000000 08;
200000000000

13. abra. A P;, halmaz.
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Ha D € D", akkor
D' ={(j.i) | (i.4) € D}

halmaz a Di‘;"“’ halmazcsaladhoz tartozik. A D halmaz bemeneti szava a D’ halmaz kimeneti szava,
a D halmaz kimeneti szava pedig a D’ halmaz bemeneti szava. A szimmetria miatt /(D) = ¢(D’),
amibdl kovetkezik, hogy Chow, w'| = Cia[w’, w]. Tehat Cho matrix szimmetrikus.

A P,;5 halmaz 141 cstcsot tartalmaz. Valasszuk a részhalmazok kovetkez0 sorozatat:
Xo=0, X1, ..., X, X121 = Po,
ugy, hogy minden i € {0, ..., 140} esetén
XiC X € Xip \ Xs={xip}
A sorozatot ugy valasztjuk meg, hogy minden i € {0, ..., 140} esetén
| Xi \ I(X;)] <21
A kovetkezo elemet kivalaszthatjiik az alabbi médon:
zip1 =min{(z,y) : (z,y) € P2\ Xi},

ahol a lexikografikus rendezést alkalmazzuk.
13. Példa.

* Az I(X;) halmaz iires. Az X \ 1(X;) cstcsait sotétsziirkével jeloltik.
* Az I(X33) csucsait feketével, az X \ 1(X3s) cstcsait pedig sotétsziirkével jeloltik.

* Az [(X141) csucsait feketével, az Xq41 \ 1(X141) cstcsait pedig sotétsziirkével jeloltiik.

14. abra. Az X, X35 és X4 részhalmazok.

Megéllapithatjuk, hOgy |X1 \ I(X1)| = ]_, |X38 \ ](X38)| =14 ¢és |X141 \ [<X141)| = 21.



Minden i € {0,...,141} és f € F; esetén, ahol
Fi X\ 1(X;) — {0,1,2}

fiiggvények halmaza, meg kell hatarozni az ¢; ; minimélis veszteséget azon S C X; halmazok ko6zott,
amelyek dominaljak az 7(X;) halmazt, és amelyekre minden v € X; \ I(X;) esetén teljesiil, hogy
ps(v) = f(v).

Minden ¢ esetén az ¢; s-et az el6z6 ¢;_; s 1épés alapjan hatarozzuk meg. Az (14, ; érték alapjan
hatarozzuk meg a (' matrixot.

A tovabbiakban 0ssze szeretnénk illeszteni a P,_12, O,,_12, R,_12, @);m_12 halmazokat. Ehhez

sziikséges, hogy a megfeleld szavak kompatibilisnek legyenek.

15. Definicié. Jeloljiik w'[i]-vel a Q,,,—12 halmaz kimeneti szavanak i-edik betiijét, w(i]-vel pedig a
P, 1> halmaz bemeneti szavanak ¢-edik betiijét, 1 < ¢ < 10.

A w és w' szavakat kompatibilisnek nevezziik, ha minden i € [9] esetén w[i] + w'[i] < 2. Az
i = 10 esetben megengedett, hogy w[10] + w’[10] > 2 legyen, mivel ezt a csticsot dominalhatja olyan

csucs, amely nem eleme a B, ,,, halmaznak.

A 15. definicio a (),,,_12 halmaz kimeneti szavara és a P,_15 halmaz bemeneti szavara vonatkozik.
Hasonldan definialjuk a kimeneti és bemeneti szavak kompatibilitasat a P, 15 és O,,,_12, az O,,_12 és

R, 12, valamint az R,, 15 €és (),,_1o halmazparok esetén is.

16. Definicio. Két w,w’ € W sz6 esetén definialjuk a kovetkez6 értéket:
lw,w') =|{i € [10] : wli] #2Aw'[i] =0} + |{i €[10] : w'[i] #2Aw[i] =0}.

4. Lemma. Legyen D a G, ,, racsgraf dominalo halmaza, és jeloljik Dp = D N P,_12, valamint
Dg = D N Qr—12. Ekkor:

U(D N (Pao12U Quo12)) = U(Dp) + £(Dg) + £(w,w'),

ahol w = w™(Dp) és w' = w1, (f}, (Dq)). A w ésw' szavak kompatibilisek.
Bizonyitas. Az 1. lemma (2.) alapjan:

(DN (Prc12UQmo12)) = L((DN Pytia) U (DN Qri2)) = {(Dp U Dg) =
= ((Dp) + {(Dg) + |N[Dp] N N[Dg]| -

Vegyiik észre, hogy /(w, w’) szamolja a csucsokat, amelyeket dominalja a Dp és a D halmaz is,
azaz
l(w,w") = [N[Dp] N N[Dg]|.

Tehat
K(D N (Pn_lz U Qm_lz)) = E(Dp) + g(DQ) + E(w, w').
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Még be kell bizonyitani, hogy a w és w’ szavak kompatibilisek.
Tegyiik fel az ellenkez6jét, azaz hogy w és w’ nem kompatibilisek. Ekkor 1étezik olyan i € [9],

amelyre:
wli] + w'[i] = w™(Dp)[i] + wiilsy (frm (Do) li] > 2

Ez azt jelenti, hogy a kettd betli koziil legalabb az egyiknek 2-nek kell lennie, a masik pedig nem
lehet 0.

1. Tegyiik fel, hogy w,,(f,.} (Dg))[i] = 2. Ez azt jelenti, hogy az (i,13) csucsot nem

dominélja egy cstics sem a D¢ halmazbol.

Mivel D a G,, ,,, racsgraf dominalo halmaza, ezért a (10, 13) és (10, 12) cstcsok kivételével a
(.,—12 halmaz minden kimeneti csucsat és a P,,_1» halmaz minden bemeneti csiicsat dominal-
nia kell a Dp vagy a D halmaznak. Ez azt jelenti, hogy az (i, 13) € Q,,—12 cstcsota P,,_1o
halmazhoz tartoz6 szomszédjanak, az (i, 12) csucsnak kell dominalnia. Tehat (i,12) € D, ez

pedig ellentmond annak, hogy w™(Dp)[i] # 0.

2. Tegyiik fel, hogy w™(Dp)[i] = 2. Ez azt jelenti, hogy az (i, 12) cstcsot nem dominélja egy
csucs sem a D p halmazbol.

Mivel D a G, ,,, racsgraf dominal6 halmaza, az (i, 12) € P,_;5 csucsot a (),,—12 halmazhoz
tartozo szomszédjanak, az (i, 13) cstucsnak kell dominalnia. Tehat (i,13) € D, ez pedig
ellentmond annak, hogy w3, (f,.2, (Dg))li] # 0.

Tehat a w és w’ kompatibilisek.
O

A 4. lemmaa P, 15 ¢és (),,_12 halmazok hataréra szdl, de lehet alkalmazni a P, 15 és O,,_12 vagy
Om_12 és R, 12 vagy R, _12 és (Q,,_12 halmazok hatarara is.
A w,w’ € W szavak 6sszes parjara definialjuk az L négyzetes matrixot, melynek mérete 8119 x

8119, a kovetkezoképpen:

, +00, ha w és w' nem kompatibilisek,
Liw,w'] =
(w,w"), haw és w kompatibilisek.

L szimmetrikus matrix, mivel {(w, w') = {(w’, w).
Jeloljikk ®-szal a (min, +) algebraban értelmezett matrixszorzast, azaz C' = A® B matrix minden
1, 7 esetén teljesiil, hogy
C[i, j) = min(Ali, k] + Blk, j]).

Minden p > 12 esetén definidljuk az M, = L ® C, matrixot. Az M,,_12[w, w’| matrixelem a
lehetd legkisebb ¢(D N P,_12) veszteséget adja meg, azon D C V(G,,,,) dominal6 halmazok kozott,
amelyek dominaljak az /(P,_1») halmazt, ahol w a @),,_12 halmaz kimeneti szava, w’ pedig a P,,_15

halmaz kimeneti szava.
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5. Lemma. Minden 24 < n < m esetén érvényes a kovetkezo egyenlétlenség:

brnm 2> min (M, _1a[wy, we] + My _12[ws, ws] + My _12[ws, wa] + My, _12[ws, wr]).

w1, w2, w3, wsEW

Bizonyitas. Tekintsiink egy olyan D C B, ,, halmazt, amely dominalja az I(B,, ,,) halmazt, amelyre
teljesiil, hogy ¢(D) = b, ,,. Legyenek

Dp=DNP,_123, Do=DN0Op_12, Dr=DNR, 12, Dg=DNQm_12.

Jeloljiik tovabba wp, wo, wr, we-val, illetve wp, wp, W, wy-val rendre a P12, Op12, Rn12,
(-1 halmazok bemeneti, illetve kimeneti szavait.

A nem szomszédos halmazok zart szomszédsagai diszjunktak, azaz
N[Dp]| N N[Dg] = N[Do] N N[Dg] = 0.

A C), matrix definicioja alapjan a Dp halmaz vesztesége legalabb C,,_1s[wp, w)|, azaz {(Dp) >
Chr—12|wp, w)p]. Hasonlban teljesiil, hogy (Do) > Cy,_12[wo, wy)], €(Dgr) > Ch_12|wr, wh] és
U(Dq) > Crn12[wq, wy).

bpm =L(D) =4(DpUDpUDrUDg) =
= {(Dp) + (Do) + {(Dr) + £(Dg)+
+ [N[Dp] 0 N[Dq]| + [N[Dp] 0 N[Dol| + [N[Do] N N[Dg]| + [N[Dr] 0 N[Dq]|
= ((Dp) 4+ (Do) + £(Dr) + {(Dq) + L{wp, wy] + Llwo, wp] + Llwg, wp| + L{wg, wk]
> Cp_1o[wp, wp] + Crp_12[wo, wp] + Cpr2[wr, wi] + Cp_1a[wg, wp)+
+ Llwp, wol + Llwo, wp] + L{wg, wo] + Liwg, wy]

> My 12[wg, wp] + Moy _12[wp, wo] + My _12[we, wg] + My _12[wh, wg]

Ezek alapjan megallapithatjuk, hogy

bn,m > , /m/in , (Mn712[w£25 w}’] + Mm712 [w;% w/O] + Mn712[w,07 ’LU;%] + Mm712 [wg%a wé)])
wQ,wP,wO,wRGW

]

Bevezetjiik a 7' matrixot, amelynek mérete 8119 x 8119. A T matrix segitségével minden p > 12

esetén meghatarozzuk az M, matrixot, majd az 5. lemma alapjan a b,, ,,, értékét.
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6. Lemma. Legyen a 7' matrix a kovetkezéképpen definialva:

7

+o0, ha 3i € [10], amelyre w[i] = 0 és w'[i] = 2,
+o00, ha 3i € [9], amelyre w[i] = 2 és w'[i] # 0,

ha 3i € {2,...,9}, amelyre
+00,

w'fi) =1, wli] #0, w'[i — 1] #0ésw'[i + 1] # 0,
Tw,w'] =

+00, haw'[1] = 1, w[l] # 0 és w'[2] # 0,
+00, ha w'[10] = 1, w[10] # 0 és w'[9] # 0,

3w’y — Jwly — W], + |w|, — 1, haw'[10] =0,

(3 [w'|y — |wl, — |w'|; + [wl egyébként,

ahol |al, a b betii eléfordulasainak szamat jeloli az a szoban, b € {0,1,2} és a € {w,w'}. Ekkor
minden p > 12 esetén Cp1 = C, @ T

A T matrix a veszteség valtozasat irja le, amikor a P, halmazt P, ;-re bovitjik. A T'[w,w’]
matrixelemben a w a P, halmaz kimeneti szavat, mig a w’ a P, halmaz kimeneti szavat jeloli. Ha
a w szobodl a w’ szdba vald atmenet nem lehetséges, akkor a matrixelemhez a +oo értéket rendeljiik.
Ellenkezd esetben a 6. lemmaban megadott képletet alkalmazzuk.

A 6. lemma bizonyitasa részletesen le van irva a [4]-es munkéban.

Az M, matrix definicidja alapjan szintén teljesiil, hogy M, = M, ® T'.

Szamitogépes szamitasok alapjan megallapithatjuk, hogy Mo = Mio5+1. Az A és B matrixokra,

valamint a ¢ egész szamra teljesiil, hogy
((A+c)@B)[i, 5] = min ((A[i, k] + ¢) + Blk, j]) = min(Afi, K]+ B[k, j]) +c = ((A® B)+c)[i, jl.
Tehat (A + ¢) ® B = (A ® B) + c. Ebbdl kovetkezik, hogy

M6 = Migs + 1,
Mg = Myiss @T = (Mya5+ 1) @T = (M12s ® T) + 1 = Mygg + 1 = Mygs + 1+ 1 = M5 + 2,
Misgs = Myo7 @ T = (My25+2) @ T = (M125 ® T) + 2 = Mygg + 2 = Myos + 1 + 2 = M5 + 3.

Ezek alapjan megéllapithatjuk, hogy minden p > 125 esetén
Miosyr = Migs + k, k € N.
Definialjuk az M, matrixot a kévetkez8képpen:

My = min(Mys — k).
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A q = p + k helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

M, = min(M, — (¢ = p))-
Ebbol kévetkezik, hogy minden g > p esetén M) < M, — (¢ — p), tehat M, > M, + (q — p).
Elegend6 a minimumot a k € {0, ..., 125 — p} értékekre vizsgalni, mivel minden k£ > 125 — p

esetén ugyanazt az értéket kapjuk. Vizsgaljuk meg a kovetkezo eseteket:
o k=125— D, akkor Mp+k — k= M125—p+p — 125 +p = M125 — 125 —I—p,

* k=125 —p+1,ahol [ € N, akkor:

Mp+k—l€ = M125—p+l+p_125_l+p = M125+l—125—l+p = M125—|—l—125—l+p = M125—125+p.

Az Mj, és az A" = M/, ® M, matrixok szamitogépes kiszamitasaval a kovetkez6 eredményt
kapjuk:
min (A" + A7) [w;, wy] = 76.

w1, W2

Ebbdl kovetkezik, hogy

min <min(M{2[w1, ws] + Miy[wa, ws]) + rgin(M{z[wl,wd + M, [wy, w3])> = 76,

w1,w3 w2

azaz
min (M{Q[wl, WQ] + M{Q[wg, w3] + M{Q[wl, ’U)4] + M{Q['UM, UJS]) = 76.

w1,w2,W3,W4
A tovébbiakban az eddig bevezetett fogalmak ¢és bizonyitott lemmak felhasznaldsaval meghata-
rozzuk a Gy, ,,, racsgraf dominacios szamanak als6 korlatjat minden 24 < n < m esetén, a 3. tétel

szerint.

Bizonyitas. Bizonyitsuk be, hogy minden 24 < n < m esetén v(G,, ) > {WJ — 4.

A 2. lemmaban megadtuk a (G, ,,) = % képletet. Az (5) Osszefliggés alapjan tudjuk,
hogy a by, ., az ¢, ,,, also korlatja.
>0

gn,m n,m

> . lgllwng » (M, —12[wy, wa] + My _12[wa, w3] + My _12[ws, wa] + Mp—12[ws, w1])

>  min  (Mj,lwi, ws] + (n— 12 — 12) + M{y[wa, ws] + (m — 12 — 12) +

w1,W2,W3,Wq
+ Mip[ws, wy] + (0 — 12 = 12) + Mip[ws, wi] + (m — 12 — 12))

>2(n+m—48)+ min (M{ylwy, wo] + Miy[ws, ws] + M{,[ws, wa] + M{yws, w))

w1, w2, w3, Wq

=2(n+m—48)+76 = 2(n+m)—20
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A 2. lemma és az {,,,, > 2 (n + m) — 20 egyenl6tlenség alapjan:

nm~+ Ly, _ nm+2(n+m)—20 n+2)(m+2) 24

Mivel v(G,,m) egész szam, ezért

(n+2) (m+2) _%1 _ {(n+2)5(m+2) ﬂ L

VGnm) = { -

;
S {(n+2)5(m+2)J 4

Ahogy alfejezet elején mondtuk, érvényes, hogy:

4. Tétel ([1]). Ha 8 < n < m, akkor:

(G < V””)(”” 2>J Ly

5

A 3. és a 4. tétel eredményeinek egyesitésével megkapjuk az alfejezet f6 tételét.

5. Tétel. Ha 24 < n < m, akkor:

A(Gom) = L(n+2)(m+2)J .

5
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